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Die Mechanik in den Nicht-Euklidischen 
Raumformen. 


(Von Herrn W. Killing in Braunsberg.) 


Di. im Euklidischen Raume von drei Dimensionen zeltenden Be- 
wegungsgleichungen lassen sich bekanntlich auf eine beliebig grosse Zahl 
von Dimensionen übertragen, und die Erlaubtheit dieser UL’ebertragung wird 
auch geometrisch unmittelbar erkannt. Im Anschlusse daran stellt sich die 
vorliegende Arbeit an erster Stelle die Aufgabe, aus den mechanischen Prin- 
eipien diejenigen Bewegungsgleichungen herzuleiten, welche sich ergeben. 


wenn man ausser von der Dreizahl der Dimensionen auch vom Paralle]- 


|’ 
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axiom absieht. Dem erhaltenen Resultat kann folgende Form 
werden: Man bestimme in einer (a-+1)-fach ausgedehnten Euklidischen 
Raumform die Bewegungsgleichungen für Punkte, welche bei Beginn der 
Bewegung einem »-fach ausgedehnten Kugelgebilde angehören und gezwun- 
gen sind, während der Bewegung auf demselben zu verbleiben: die so er- 
haltenen Gleichungen gelten für eine Nicht- Euklidische Raumtiorm von 
» Dimensionen; für einen endlichen Raum müssen der Radius und alle 
Coordinaten reell sein. für die Lobatschewsiysche Raumform müssen der 
Radius und eine Coordinate rein imaginär, die übrigen Coordinaten reell 
sein. Die Herleitung dieses hesultates ist sehr einfach und wurde mir noch 
wesentlich erleichtert durch die Anwendung der schon in meinen frühern 
Arbeiten benutzten Coordinaten des Herrn Weierstrass, welcher mich auch 
zu dieser Arbeit aufgefordert hat. Die Anwendbarkeit dieser Üoordinaten 
beruht darauf, dass das oben für die Mechanik aufgestellte Gesetz für die 
rein geometrischen Eigenschaften gilt; somit war seine Gültigkeit für die 
Mechanik von vorn herein zu erwarten, wie auch Herr Lipschitz und andere 


aus der Form des Linienelementes auf die Form der Bewegungsgleichung 
schliessen. Dass ich das Gesetz zunächst für die Dreizahl der Dimensionen 
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hergeleitet habe, hat seinen Grund in der Schwerfälligkeit des Ausdruckes, 
zu welcher man bei einer höhern Zahl von Dimensionen genöthigt ist. 

Die allgemeinen Gleichungen der Bewegung werden auf eine Reihe 
von Einzelproblemen, auf die Potentialtheorie und auf die Bewegung der 
festen Körper angewandt. Wenn man bedenkt, dass bei den mechanischen 
Untersuchungen die Parallelentheorie in der ausgiebigsten Weise benutzt 
wird, wird man nicht vermuthen, in den Resultaten eine so grosse Ueber- 
einstimmung zu finden, wie sie die durchgeführten Partieen zeigen. Diese 
Aehnliehkeit ist aber keineswegs auf die mitgetheilten Beispiele beschränkt; 
sie tritt in andern 'T'heilen, z. B. in der Hydrodynamik, vielleicht noch 
stärker hervor. Nur solehe Aufgaben, in denen das Prineip des Schwer- 
punkts eine wesentliche Rolle spielt, erfordern eine eigenthümliche Behand- 
lung und sind hier ausgeschlossen. Dagegen bleibt die Hamilton-Jacobische 
Methode sogar in ihrer äussern Form ungeändert, wenn man annimmt, jede 
Funetion der Coordinaten werde vermittelst der zwischen ihnen bestehenden 
Gleichung homogen vom nullten Grade gemacht. Die Bewegung eines 
freien Punktes, welcher von einem festen Punkte nach einer beliebigen 
Funetion der Entfernung angezogen wird, oder welcher von zwei festen 
Punkten nach dem dem Newtonschen Gesetze entsprechenden Gesetze an- 
gezogen wird, die unendlich kleine Pendelbewegung, die kürzeste Linie auf 
dem Schnitt beliebig vieler eonfocalen Gebilde zweiten (srades und einige 
verwandte Aufgaben bieten nicht die geringste Schwierigkeit. Einige 
von ihnen, bei welchen die Bewegung stets in einer zweifach oder drei- 
fach ausgedehnten Ebene erfolgt, habe ich den beiden ersten Paragraphen 
beigefügt. 

Auf die Theorie des Potentials hätte ich vielleicht nicht einzugehen 
brauchen. Nachdem Herr Kronecker für die Euklidischen Raumformen nach- 
gewiesen hat, dass die Potentialgesetze nur ganz specielle Fälle von sehr 
allgemeinen analytischen Gesetzen sind, und nachdem Herr Schering die 
Lehrsätze mitgetheilt hat, durch welche die bekannten Gesetze für unsere 
Kaumformen übertragen werden, konnte ich nicht hoffen, der Theorie etwas 
Wesentliches beizufügen. Aber es schien mir angebracht, erstens die geo- 
metrische Grundlage dieser Theorie kurz zu entwickeln, zweitens einige 
elementare Sätze beizufügen und drittens die einfache Gestalt anzugeben, 
in welcher die Formeln unter Anwendung der Weierstrassschen Coordinaten 
erscheinen. 
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Um so- genauer bin ich auf die Mechanik der starren Körper einge- 
gangen. Ein Theil dieses Gebietes hat für drei Dimensionen schon vor län- 


gerer Zeit eine eingehende Behandlung von Herrn Lindemann (Math. Ann. 
Bd. VII.) gefunden, ein anderer T'heil ist für Euklidische („ebene“) Raumformen 
von Herrn Scheeffer in seiner Dissertation (Berlin 1880) untersucht worden. 
Meine Behandlung unterscheidet sich von beiden dadurch, dass sie ein weit 
grösseres Gebiet umfasst, und von der letzteren auch noch dadurch, dass 
sie die Riemannsche Raumform an die Spitze stellt. Man darf ohne Ueber- 
treibung behaupten, dass für die endlichen Raumformen speciell auf diesem 
Gebiete die schönsten und einfachsten Gesetze gelten, und dass die starre 
Bewegung für die andern Raumformen nur dann vollständig erkannt werden 
kann, nachdem sie für diese erfasst ist. 

In einem Punkte scheinen die Resultate des Herrn Lindemann den 
meinigen zu widersprechen. Während ich bei drei Dimensionen, abgesehen 
von der Drehung um eine Gerade, nur eine specielle Art der unendlich 
kleinen Bewegung (die „zu sich reeiproke“ Bewegung) angebe, zählt Herr 
Lindemann deren vier auf, von denen eine zweite in der Lobatschewskyschen 
Raumforın vorkommen kann. Aber Herr Lindemann will sich einerseits 
nicht auf reelle Bewegungen beschränken, andererseits will er hier die 
sonst gesetzte Bedingung, dass die Raumform in einem unendlich kleinen 
Gebiet mit der Euklidischen übereinstimmt, nicht festgehalten wissen. Er 
geht in der Verallgemeinerung einen Schritt weiter als ich und betrachtet 
alle projectivischen Raumformen mit drei Dimensionen und sechsfacher Be- 
weglichkeit. Die Behandlung derselben schliesst sich, obwohl bei mehreren 
von ihnen das Linienelement nicht postulirt werden kann, der analytischen 
Behandlung unserer Raumformen aufs natürlichste an. 

Was die in der Arbeit benutzten geometrischen Sätze betrifft, so 
sind dieselben allerdings zum Theil früher nieht publieirt worden. Ich 
hoffe, dass die kurzen Andeutungen, welche darüber im Laufe der Unter- 
suchung gegeben werden konnten, zum Verständniss genügen, bemerke 
aber, dass ich eine Zusammenstellung und kurze Herleitung derselben vor 
Kurzem bei besonderer Gelegenheit veröffentlicht habe („über die Nicht- 
Euklidischen Raumformen von » Dimensionen. Braunsberg, Huyes Buch- 
handlung). Dass ich jedes Gebilde, in welches eine Gerade ganz hinein- 
fällt, sobald sie zwei Punkte mit demselben gemeinschaftlich hat, Haupt- 
gebilde oder Ebene nenne, habe ich bereits früher bemerkt. 
| * 
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1. 
Bewegung eines freien ut im Raume von drei Dimensionen. 

Die Begriffe von Masse, Dichtigkeit, Geschwindigkeit und Kraft 
sind von der Unendlichkeit der Geraden und für unendliche Gerade vom 
Parallelaxiom unabhängig; sie erleiden daher in den Nicht - Euklidischen 
kaumformen keine Aenderung. Ebenso bleibt das Beharrungsvermögen 
bestehen, und die Einheit der Kraft kann in der bekannten Weise auf die 
Einheit der Zeit und der Masse zurückgeführt werden; auch die Messung 
der Kraft macht theoretisch keine Schwierigkeit. Da ausserdem unendlich 
kleine Gebiete unserer Raumformen dieselben Eigenschaften haben, wie in 4 
der Euklidischen Geometrie, so bleibt das Parallelogramm der Bewegungen i i, 
und der Kräfte für ein unendlich kleines Gebiet in Gültigkeit. . 

Wir legen unsern Untersuchungen wieder die Weierstrassschen Üo- 
ordinaten zu Grunde, ersetzen aber die Buchstaben f, w, vo, w durch p, «, 
y, 3, und nennen # die Zeit. Die Ableitungen der Coordinaten nach der 
Zeit mögen der Kürze wegen mit p', x, y', 2; p",... bezeichnet werden. 
Dann gelten die Relationen: 


Kp+a+y+z2 = #, 
(1.) Kpp tax +yy' +23 = 0, 





Kp+a+y +2” + pp" +" +yy" +22" = (0, 
wo 4° den reeiproken Werth des Krümmungsmasses bezeichnet. Fir die 
Geschwindigkeit ve erhält man sofort die drei Gleichungen: 
Fe Ep” + a” +y” +2”, 
(2, Vo’ pp" aa" Lu" tan’ u: 


vn. \ 


| d u ER] ’ ’ ’ N 1:0 
E eu = Kpp+ac"+yy"+z'2". 

Wenn zunächst keine Kräfte auf den Punkt wirken, so muss sich 
der Punkt nach dem Gesagten mit gleichmässiger Geschwindigkeit in einer 


veraden Linie bewegen. Daher muss sein: 


WB A dz _ „de ' 
Mt. A a tr» "Ra Me di +Ne, 
„? 
Die zweite der Gleichungen (2.) liefert N = — . ‚ und die dritte W=0. >o- 








mit sind die Bewegungsgleichungen für einen Punkt, auf welchen keine 
Kräfte wirken: 
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d’p EN. 


d’x o’ d’y v° d’z > 
Br: ger di? 


a “r ar == k? J: de’ — k' 


(3.) 


wo » die eonstante Geschwindigkeit bezeichnet. 

Jetzt möge auf einen ruhenden Punkt (p, x, y, 2) eine Kraft R wir- 
ken. Diese Kraft stellen wir in bekannter Weise durch eine gerade Linie 
dar und denken uns, diese Gerade werde in der Einheit der Zeit mit «leich- 
mässiger Geschwindigkeit durchlaufen. Die Coordinaten des Punktes, zu 


> 


£ dt, 2-+Adt, y-+Ydt, 


welchem man dann in der Zeit dt gelangt, seien p+—, 


s+Zdt. Dann liefert die zweite Gleichung (1.): 
(4) pP+zA+yY+:Z2 =. 
Ferner ist: 


6) R= +4X4r4Z. 


Da für 2= 0 die Geschwindigkeit und mit ihr die ersten Ableitungen 
der Coordinaten nach der Zeit verschwinden, so ergiebt sich durch bekannte 
Erwägungen, dass für £=0 die Bewegungsgleichungen gelten: 


r „dp _p dx I. | dy 7 De 
(6.) mi —a=E, Mm = Ä, m FT 0 zZ = 2: 


hier bedeutet m die Masse des Punktes. 

Die Grössen P, X, Y, Z können noch in anderer Weise geometrisch 
definirt werden. Man lege durch den Angriffspunkt der Kraft eine Ebene e, 
welche auf der Richtung der Kraft senkrecht steht. Wenn dieselbe von 
den Ebenen ze=0, y=0, 3=0 resp. unter den Winkeln «, 9, y geschnitten 
wird, so ist X = Recose, Y=Reosß, Z= Reosy. Wird eine dieser Ebenen 
nicht geschnitten, so tritt an die Stelle des Winkels der durch %k dividirte 
Abstand. Ist ferner e der Abstand der Ebene € vom Anfangspunkte des Co- 


ordinatensystems, so ist P = kRsin Demnach mögen P, X, Y, Z als die 


e 
k' 
Componenten der Kraft bezeichnet werden. 

Wenn mehrere Kräfte auf einen ruhendens}Punkt wirken, so müssen 
ihre Componenten auf der linken Seite von (6.) addirt werden. Ebenso 
lehrt das Parallelogramm der Kräfte, dass die linken Seiten von (3.) und 
(6.) addirt werden müssen, wenn auf einen bewegten Punkt eine Kraft 
(P, X, Y, Z) wirkt. Demnach erhalten wir die Bewegungsgleichungen in 
der Form: 
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d’x mv’ 
u —— = Ä- 2 
2: Sara 
En d’y y mov” 
a Ae i 
d’z mv? 
u u Be 
di? k° . 


Hier stellt o die (variable) Geschwindigkeit dar. Zu den Glei- 
chungen (4.) und (5.) tritt in Folge der letzten Gleichung (2.) noch die 
Relation hinzu: 


(8) 4m- er 


dp dx d dz 
LS 2 2 222 2072 
Wenn die Kraft R durch ein anziehendes oder abstossendes Centrum 
geht, so ist zuweilen eine andere Form der Bewegungsgleichungen recht 
bequem. Es seien Pu, &u, Yu, 3, die Coordinaten des anziehenden Punktes, 
es sei e die Entfernung desselben vom angezogenen Punkte, so gelten die 


Gleichungen: 
d’p Rp, 


mr = ze Ip, 






d’x 
mt An — Le, 





( | 
er re 
7; TE 






d’z Rz, 
m Ti = - I — — Las. 










Für die Function Z gelten die Gleichungen: 


1 Br Er de ds 
\ k sin  (#n N 790 A +3 = 
is < 

: 


2 | 
4 Rkcos— 


| mo + _— Lk = 0. 
sin 

Die Gleichungen (9.) und (10.) können entweder leicht direet her- 

geleitet oder auf die Gleichungen (7.) und (8.) zurückgeführt werden. 
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Beispiel. Planetenbewegung. 

Um das Newtonsche Gesetz der Gravitation auf die Nieht-E»klidischen 
Raumformen zu übertragen, darf man nicht von der algebraischen Form 
ausgehen, sondern man muss aus den geometrischen Anschauungen, welche 
dem Gesetze zu Grunde liegen, den entsprechenden analytischen Ausdruck 
herleiten. Denkt man sich um den anziehenden Punkt als Centrum mehrere 
Kugelflächen beschrieben und jedesmal gleiche Flächentheile mit gleichviel 
Masse belegt, so verhalten sich nach dem Gesetze die auf gleiche Massen 
ausgeübten Kräfte umgekehrt wie die Obertlächen der Kugeln. Nun ist 
die Oberfläche einer Kugel mit dem Radius r gleich 4rrk’sin ; . Indem 
wir daher die Sonne als unbeweglieh annehmen, sie sowohl wie die Pla- 
der Pla- 
neten absehen, können wir dem Problem der Planetenbewegung folgenden 
Ausdruck geben: 


neten als Punkte betrachten und von der gegenseitigen Anziehuı 


18 


Ein Punkt bewege sich unter dem Einflusse einer Kraft, welche 
nach einem festen Oentrum gerichtet und umgekehrt proportional ist dem 
Quadrate vom Sinus des durch %k dividirten Abstandes vom festen Punkte. 

Wir wählen den festen Punkt zum Anfangspunkte des Coordinaten- 
systems und, da die Bewegung offenbar in einer Ebene stattfindet, diese 





zur Ebene z=0. Indem wir dann noch ze +y’=g setzen, nehmen die 
Gleichungen (9.) die Gestalt an: 


'z [#4 
= —pL,. 
pP g’ F 
x — —ıl. 
y = -yL. 
Daraus ergeben sich sofort die Integrale: 
er = & 
/ N 
\@, u 2up 
G = + 
q 


wo e und A zwei Constante bedeuten. Verbinden wir hiermit die zweite 
Gleichung (1.) und die erste Gleichung (2.), so folgt: 
(I) kp’ = 2hq +2upg—c‘. 
Indem wir jetzt aus der zweiten Gleichung (10.) den Werth von 
L und dann aus der Gleichung kp+gqg = #k und ihren beiden ersten Ab- 
q 


. r d Z . R ® 
leitungen den Werth von 7p > 7 berechnen, gelangen wir zu den Glei- 
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ehungen: 





2, 2 
ge —g' x PER ER u PR: © (px" —p" x) 
q u : 
" 7 ce’ y c” " " 
Aal Ze en 


Diese beiden Gleichungen führen integrirt, wenn die Integrations- 
2 b . ' 
constanten mit —- und 42 bezeichnet werden, zu den Relationen: 
ucg = Ep-ay+bz, 
2 ' ı 
0 = ep —gp)g+ax+ by. 


Durch passende Drehung des Coordinatensystems kann man a = 0 
machen. Dann sind die beiden letzten Gleichungen: 


7) weg = ep+bz, 


Die Gleichung (y) lehrt, dass das erste Keplersche Gesetz unge- 
ändert bleibt. 





Statt der Grössen p und q führen wir eine neue Veränderliche r 
ein durch die Gleichung: 





g=ıp. 
Dann geht die Gleichung (#) über in: 







o) .; Der rdr 4 
pr 2[% c ‘ . „2 4 
(14 )] r (21— 17) +2ur—c \ 
oo ® dp i ® dr . r > ® 
Für y=0 wird = und damit auch 7 gleich Null. Bezeichnen 





wir die entsprechenden Werthe von r als r, und r,, so ist 





u 0” 
rı tr: 2 ee Zu . r,r; a Pr or. 


- | 
2h— -; h— 









m; kr, +r,) _ 2a 
h wien kg . 





wenn der Hauptdurchmesser des Kegelschnitts gleich 24 gesetzt wird. 

Die halbe Umlaufszeit des Planeten wird erhalten, wenn man die 
Gleiehung (d) zwischen den Grenzen r, und r, integrirt. Führt man diese 
Integration aus, so erhält man für die Umlaufszeit T die Gleichung: 
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sodass das dritte Keplersche Gesetz eine kleine Aenderung erleidet. Dem 
zweiten Keplerschen Gesetze muss man nach der Gleichung (e) die Form 
geben: Verlängert man den Radius vector über den Planeten hinaus um sich 
selbst, so beschreibt der doppelte Radius in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

Dieser Satz, der Flächensatz, gilt offenbar von jeder freien Central- 
bewegung. 


$ 2. 


Bewegung auf einer Fl 

Wenn ein Punkt gezwungen ist, sich auf einer Fläche ohne Reibung 
zu bewegen, so soll diese Bedingung bekanntlich ersetzt werden können 
durch eine Kraft, welche in der Richtung der Normale wirkt und deren 
Grösse dadurch bestimmt ist, dass der Punkt während der Bewegung auf 
der Fläche verbleibt. 

Ist p(p, x, y, z2)=0 die Gleichung der Fläche, so hat die Gleiehung 
der Tangentialebene, welche im Punkte (p,. x, y, 3) angelegt wird, die 
Uoeffieienten: 


1 og u. og 04 ey 


- = —- -ıp\p — T +? +3 — 
k" cp P\I cp a J oy O3 / 


LA) 


0 op ,_.9% 09 ,_ op 
er —ı(p nr / | NY 7% ) 
cr “op or „0oy oz / 
op "ai We 04 04 04 
a ee a — 

oy k cp or E 0% 
04 ri ey 0% | tal’; 
en 48 + Te). 
03 op or oy 03 / 


Diesen vier Grössen sind also die Componenten der Kraft proportional. 


welche der angegebenen Bedingung entspricht und welche zu den gege- 


ı 


benen Kräften nach dem Parallelogramm der Kräfte hinzugefügt werden 
muss. Indem wir die Resultante der gegebenen Kräfte mit (P, X, Y, Z 
bezeichnen, erhalten wir die Bewegungsgleichungen: 
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dp _p_R op 
ı me —r = P K“Sp+M —-, 





(14.) “ i 
u Peer DM nF 

m—a = Y— Sy+M ay 
nn. ır 89 

Mm = Z Sz+M we 


Die Geschwindigkeit o wird wiederum aus der Gleichung (8.) be- 
rechnet; ferner ist - =v, wenn p in Pre Form gegeben ist, so 


dass mit g auch pP P+2- a +Yy . in verschwindet. 


x ® d’ d’x 
Soll der ie in Ruhe bleiben, so müssen die Grössen on Fr 
d’ı d’z . 7 : 
a 75 und S gleich Null sein. 


Beispiel. Das Pendel. 

Ein Punkt, welcher gezwungen ist, auf einer Kugelfläche zu bleiben, 
steht unter dem Einflusse einer constanten Kraft, welche nach einem 
(reellen oder imaginären) festen Punkte gerichtet ist. 

Die Gleichungen werden recht einfach, wenn wir den Mittelpunkt 
der Kugel zum Punkte (1, 0, 0, 0) wählen und die Axe y=z3=0 durch 
den anziehenden Punkt legen, dessen andere Coordinaten p, und x, sein 
mögen. Die eonstante Kraft sei g, der Radius der Kugel /, der Abstand 
des anziehenden Punktes vom Mittelpunkte seia, der veränderliche Abstand 
des anziehenden Punktes vom bewegten Punkte sei ee Dann gelten die 
Bewegungsgleichungen: 

ae - 7 2 


ksin- ij 










I 


NT 
>: Ber 
% 

d’y 

2 Ly, 






d’z 
dt’ 

Da p constant ist, können wir von der ersten Gleichung ganz ab- 
sehen. Aus den drei letzten folgt: 


= 2g(h-e), 


= L2. 
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wo h eine Constante bezeichnet. Verbinden wir hiermit den Flächensatz, 
so lassen sich die Quadraturen, welche das Problem in voller Allgemein- 
heit lösen, leicht angeben. Indessen haben nur die unendlich kleinen Be- 
wegungen besondere Bedeutung, und für diese können wir bis auf unend- 
lich kleine Grössen zweiter Ordnung z und e als constant annehmen. 


Dann ist 
u 
gsin 
Aa ® | | 
z 0- ksın ; > L=- ee  B 
ksin sın 


; 


e=-a-l, z,= ksin- 


; r i . ı 
und dieser constante Werth von ZL giebt sowohl den Werth von er :Yy 


2 


- 


je von —, 
wie von 7: 


gungen periodisch sind, und dass die Schwingungszeit gleich ist: 


23 u 
ksın— sın = 
I ir, k k 
| 9 Bi. 


-:z an. Hieraus ergiebt sich bekanntlich, dass die Bewe- 


sin 
k 


Dasselbe Resultat lässt sich für ebene Schwingungen aus der Glei- 
chung für e° herleiten, indem man e und h dureh den Ausschlagswinkel 
ausdrückt und den Ausdruck von A—e nach dem Taylorschen Liehrsatz 
entwickelt. Der Isochronismus kleiner Schwingungen gilt also auch in 
den Nicht-Euklidischen Raumformen. 


> [7 
83. 
Die allgemeinen Bewegungsgleichungen im dreifach ausgedehnten Raume 


Die im ersten Paragraphen hergeleiteten Bewegungsgleichungen 
lassen sich sofort auf beliebig viele Punkte übertragen, wenn jeder von 
ihnen sich frei bewegen kann. Ebenso darf man bei den Gleichungen des 
zweiten Paragraphen annehmen, dass die Fläche, auf welcher der Punkt 
verbleiben soll, selbst in beliebig vorgeschriebener Weise bewegt werde. 
Nehmen wir dann an, die Gleichung der Fläche 

= 0 


sei in den Coordinaten homogen und die Üoetfieienten enthielten die Zeit. 


so ist auch jetzt noch 


me’ = Kk’S, 
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aber vo selbst kann nicht in der angegebenen Weise berechnet werden. 
Indem man also voraussetzt, dass die zwischen den bewegten Punkten be- 
stehenden Bedingungen sich durch eine Reihe von Gleichungen zwischen 
ihren Coordinaten und der Zeit ausdrücken lassen und dass diese Glei- 
chungen die im vorigen Paragraphen angegebenen Wirkungen darstellen, 
erhalten wir diejenigen Bewegungsgleichungen, welche der ersten Lagrange- 
schen Form entsprechen. Wenn 


(12) 9-0,’ 930, 


die Bedingungsgleichungen sind, so sind die Fe 











kei = =“ TE = + 
(ii d’x | 
m, Br % = X -— ] aa ++. 
2 
el a d’z, u 
wo die Gleichungen für a und Erz den für z, aufgestellten entsprechen. 


Hier sind P,, X, Y,, Z, gegeben als Componenten der Resultante aus 
sämmtlichen auf 2 Punkt (p,...) wirkenden Kräften; die Functionen $,, 
M, N,... sind aus den Bedingungsgleichungen (12.) und aus der Grösse 
der Geschwindigkeit zu berechnen, wo wiederum die Gleichungen (1.) be- 
rücksichtigt werden müssen. 

Führt man jetzt virtuelle Verrückungen ein: dp, dr, dy, dz, für 
welche ausser den r Gleichungen: 

(14) K’pdp, +2,da,+y.dy,+2,02, = 0 


noch die weiteren Gleichungen bestehen: 


(15.) (HE dp+ 0x4 ya 03) = 0, 


so leitet man aus den Be Fön sofort das d’Alembertsche Prin- 
eip her: 


= |(#’m - m - ip) Op-+ (m FT — X) dr + (mV ey _ Y) dy 
+ (m, Rd -2Z)02]| = 0 


Um zu dem Hamiltonschen Prineip zu gelangen, definirt man die 
Arbeit einer Kraft für irgend eine Verrückung, gerade wie in der Euklidi- 
schen Geometrie, als das Product aus der Kraft und der Verrückung in 
den Cosinus des eingeschlossenen Winkels, und bezeichnet die Summe der 


(16.) 
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für alle Punkte gebildeten Produecte als die Arbeit des Systems. Der 
analytische Ausdruck für die von einer Kraft geleistete Arbeit ist dann: 
(17.) Pop + Xdr+ Ydy-+ Zdz, 


und die Gesammtarbeit U’ wird durch eine über alle Punkte ausgedehnte 


Summation erhalten. Ebenso bezeiehne man (den Ausdruck 
(18.) l2mv = T 


als die lebendige Kraft des Systems. Dann gilt das Hamiltonsche Prineip: 
(19) /OT+U'dt = 0 


in demselben Sinne und in derselben Ausdehnung wie in der Euklidischen 
Raumform. 

Dass man auch hier die Gleichungen (13.) aus (16.) und aus (19.) 
herleiten könne, bedarf kaum der Erwähnung. 

Auf Gauss’ Prineip des kleinsten Zwanges brauchen wir nicht näher 
einzugehen; es genügt, auf eine Abhandlung des Herrn Zipschitz in diesem 
Journal Bd. 82 S. 316 zu verweisen. 

Wenn ein Potential U existirt, d.h. wenn die Arbeit U’ = JU ist, so 
ist für jeden Punkt 


BU, Su ‚_ OU ou 
Ka -, Y-oı, Z> IE 
( ) I op k Ep, X Or E I . Y oy Y . Z O z E ). 


wo E vermittelst der Gleichung (4.) bestimmt wird. Macht man U homogen 
vom nullten Grade, so ist E gleich Null. 

Aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen ergeben sich im Euklidi- 
schen Raume mehrere Sätze, welche für zahlreiche Gruppen von Bewe- 
gungen gelten. Es sind dies der Satz von der lebendigen Kraft, die Sätze 
über- den Schwerpunkt und die Flächensätze. Der erste ändert sieh gar 
nicht in den Nicht-Euklidischen Raumformen, die Schwerpunktssätze ver- 
lieren ihre Gültigkeit, dagegen erhalten wir sechs Flächensätze. Auf diese 
möchte ich kurz A Dieselben beruhen auf den Gleichungen: 


(21.) Z(p Tre = pe Z(pX- z ); S(y Zr . = Z(yZ-2Y), .... 
Zu diesen sechs Gleichungen kann man vermittelst des d’Alembertschen 
Prineips gelangen, wenn es möglich ist, das System längs jeder Coordinaten- 
axe zu verschieben und um jede zu drehen. In dieser Hinsicht gilt der Satz: 
Wenn ein System um zwei gerade Linien gedreht werden kann, 
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welche sich schneiden, so kann es um jede durch den Schnittpunkt gehende 
Gerade gedreht werden, und wenn es ausserdem noch um eine Gerade 
sedreht werden kann, so kann es um jede Gerade gedreht und längs einer 
jeden verschoben werden. Wenn ein System längs zweier in einer Ebene 
liegenden Geraden verschoben werden kann, so kann es längs jeder Ge- 
raden verschoben werden, welche in derselben Ebene liegt, und gilt diese 
Möglichkeit dann noch für eine weitere Gerade, so gilt die Möglichkeit 
der Verschiebung und der Drehung ganz allgemein. 

Hiernach lässt sich leicht übersehen, wie viele von den Flächen- 
sätzen für ein gegebenes System gelten. Was die geometrische Bedeutung 
anbetrifft, so ist: 


ap 
pXÄ— Sr = Reos 6089, 
yL—2Y = Rksin-.- sing, 


wenn R die Grösse der Kraft, y den Winkel zwischen der Richtung der 
Kraft und der Axe y=z=0 und a den Abstand zwischen den beiden 
Richtungen bedeutet. Daraus ergiebt sich, welche Bedeutung die Integrale 
der linken Seiten in (21.) haben. 

Die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (21.) ändern 
sich nicht, wenn jede Kraft in ihrer Richtung beliebig verschoben wiri. 
Wenn daher keine Bedingungsgleichungen existiren, nur innere Kräfte im 
System wirken und jede Kraft ihrer Gegenkraft gleich ist, so sind die 
rechten Seiten gleich. Null, und man erhält aus (21.) sechs Integral- 
gleichungen. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht erhält man in drei ver- 
schiedenen Formen, wenn man in den Gleichungen (13.), (16.) und (19.) 
die Ableitungen der Coordinaten gleich Null setzt. Es ist nicht nöthig, die 
Gleichungen hinzuschreiben; ich möchte nur daran erinnern, dass das 
Dirichletsche Kennzeichen für die Stabilität des Gleichgewichts auch in 
den Nicht-Euklidischen Raumformen gilt, und dass die Bedingungen für das 
(rleichgewicht eines unausdehnbaren Fadens zu sehr einfachen Gleichun- 
ven führen. Wenn der Faden nicht gezwungen ist, auf einer Fläche zu 
bleiben, so fällt die Richtung der Kraft in jedem Punkte in die Schmie- 
sungsebene der Cnrve. 
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$4. 

Bewegung in n-fach ausgedehnten Raumformen. Die Hamilton-Jacobischen Methoden, 

Da die in den vorangehenden Paragraphen benutzten geometrischen 
Begriffe von der Zahl der Dimensionen ganz unabhängig sind, so lassen 
sich die erhaltenen Resultate sofort auf eine beliebige Zahl von Dimen- 
sionen übertragen. Indem wir also jetzt annehmen, die Bewegung finde 
in einem »-fach ausgedehnten Raume mit der eonstanten Riemannschen 
Krümmung = statt, bestimmen wir die Lage eines jeden Punktes durch 
die n+1 Coordinaten &,, 2, -. - z,, zwischen denen die Gleichung besteht: 


(22) Katzit +2, = K. 


Sind dann X,, X,,... X, die Componenten der auf den Punkt (r,. 
%ı,...2,) wirkenden Kraft AR, so ist 


23.) A,mtilıat+Xe =, 


R — = +Xı++X.. 


Die X,, X,,... X, haben die den obigen Angaben entsprechende Bedeutung, 
dass X, gleich ist dem Producte von R in den Cosinus des Winkels, wel- 
chen die im Angriffspunkte auf der Richtung der Kraft errichtete senk- 
rechte Ebene von »—1 Dimensionen mit der Ebene x, = 0 bildet: X, ist 


* * * e y 
wiederum gleich kRsin 7, wenn e den Abstand der genannten Ebene vom 


Punkte (1, 0,0,... 0) bezeichnet. 

Das bewegte System möge aus r Punkten mit den Massen m, und 
den Coordinaten =, x{”,... x bestehen; auf dieselben mögen die Kräfte 
X, XP, ... X wirken und zwischen den Coordinaten mögen die Bedin- 
gungen =0, y=(,... bestehen. Dann sind die ersten Gleichungen von 
Lagrange, entsprechend den Gleichungen (13.): 





, d’xU) op ou 
2 Fe dk ak 7(:) er 2 (ı) © ar TE irre AN 

\m.h a = Ay —kSc’+M 520 N 3 

(24.) 2 „.(e) n ie 

" d’z, , Br GE u... 

m FE = XD Seas I ıNn-I 

di or, 4 

(ea), 0 el, .. | 


Die virtuellen Verrückungen dx, ... dr, müssen sowohl der Glei- 
ehung (22.) als auch den Gleichungen =0, vw=0,... genügen, wenn in 
ihnen die Zeit als constant betrachtet wird. Dann gilt das d’Alembertsche 
Prineip: 
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(25.) (mr u X, )özo+ (mr: — X, )da, + + (m er, —X,)dx, — (), 


Die RM der Arbeit ändert sieh nieht und ihr Ausdruck wird: 
zZ (EX da + X, 0,4 +X,dx,). 


Das Hamiltonsche Prineip ändert sich in keiner Weise. Wenn die 
Kräfte ein Potential U haben, so setze man mit Hamilton 


26.) T-U=H 
und drücke die sämmtlichen Coordinaten durch eine Reihe von unabhängi- 
gen Grössen q, aus, durch deren Einsetzung die Bedingungsgleichungen 
dqı 
dt 
oT 4 PR . u 
Man setze ee p., und drücke H durch g, und p, aus. Jetzt sind die 
7 


q 


identisch erfüllt werden. Dann ist T eine Function von g, und q = 


Hamiltonschen Bewegungsgleichungen: 


dg: SH dp: __ oH 


> it m —_ ie ne 
SE 2 FT 








Es bedarf keines Beweises, dass die Methoden von Hamilton und 
Jacobi sich auch auf die Nieht-Euklidischen Raumformen übertragen lassen. 
Nur die Beziehung, in denen dieselben zu den Weierstrassschen Coordinaten 
stehen, muss näher erörtert werden. Dass diese Methoden auch hier zur 
Lösung von Aufgaben recht geeignet sind, werden wir weiter unten an 
Beispielen zeigen. 

Jacobi gründet die Methode seines letzten Multiplicators auf den 
Umstand, dass der Multiplicator des gegebenen Systems von Differential- 
sleichungen vor jeder Integration bestimmt werden kann. Derselbe ist 
gleich einer beliebigen Constanten und kann also gleich Eins gesetzt wer- 
den, sowohl wenn die Punkte frei sind, als auch wenn die Hamiltorschen 
Gleichungen (27.) zu Grunde gelegt werden. Bestimmt man aber die Be- 
wegung in einer Euklidischen Raumform aus der ersten Zagrangeschen Form 
und bildet man aus den Bedingungsgleichungen 9 = 0, y=0 die Grössen 
(yy), (pw), ... nach dem Schema: 


op Ow dy Ov Op Oy 
05 le or r oy oy r 0 0 


so ist der Multiplicator des Systems gleich der Determinante: 
KK? 
28)  Wp)(wy) . 
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Nun lassen sich die Untersuchungen Jacobis, wie in seinen Vor- 
lesungen öfters hervorgehoben wird, auf eine Euklidische Raumform von 
beliebig vielen Dimensionen übertragen. Unsere allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen können aber analytisch in folgender Weise aufgefasst werden. 
Einer Euklidischen kaumform von »+1 Dimensionen werden die recht- 
winkligen Coordinaten kr,, &,,... x, zu Grunde gelegt; die rechtwinkligen 


\ » . - ’ [2 A, ‚ ur 
Componenten einer jeden Kraft seien Z-, A, ... Au. 
t 


dingungsgleichungen = 0, v=(,... muss noch für die Coordinaten eines 
jeden Punktes die Bedingung (22.) bestehen, welche wir abgekürzt 


Ausser den Be- 


RE 


schreiben wollen. Unter dieser Annahme haben die Bewegungsgleichungen 
in der (n+1)-fach ausgedehnten Euklidischen Raumform dieselbe Gestalt. 
wie in der »-fach ausgedehnten Niecht-Eaklidischen Raumform, deren reci- 
prokes Krümmungsmass gleich 4” ist. Zwar sagt die Gleichung (23.) aus, 
dass auch die Richtung jeder Kraft dem Gebilde 2&2=k’ angehört, aber 
diese Bedingung ist analytisch nicht nothwendig, sondern bedingt nur die 
einfachsten Werthe von $,.. Ebensowenig macht es bei der rein analyti- 
schen Behandlung einen Unterschied, dass für die Lobatschewskysche Raum- 


form 4° negativ und jedes kx, und „ maginär ist. 
- 
Dies vorausgesetzt, bedarf es keiner Erwähnung, dass der Multipli- 
:ator des Systems (27.) der Hamiltonschen Gleichungen gleich Eins gesetzt 
werden darf. Geht man aber von der ersten Lagrangesehen Form aus, so 
hat man die Ausdrücke 


O1 \ \ 
(pp), (y U ), . . . (2,2), (42, 2, “ (2, p), 
zu bilden nach dem Schema: 


| 1 | op 04 0% o Y 00 6 y 
n= 24, dee... ,dr den 


or, 082, or, 0X, 07. 07 


in r 2 ] Pr... r 7 Ia 
or, Or, O2, 0x On O8 


0 


(29.) | N — a. l I og ow op oOw | og or 
y)=(ywy)=E— Wi 2 u 


Dann wird 


k? eis 
y —— für ı=z, 
(2,2, = m, 
0 für ı>z, 
und 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 1. 53 
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u BE 2.09 
(2, p) — (20? A or a) dr 0) 


Wenn also zunächst die Bowseves in der Nicht-Euklidischen Raum- 
form frei ist, so ist der Multiplieator des Systems der Lagrangeschen Glei- 
chungen gleich der Determinante aus den Grössen (2,2,), also gleich 
einer Constanten, an deren Stelle auch Eins gewählt werden darf. Wenn 
aber noch Bedingungsgleiehungen existiren, so sollen dieselben für die 
Coordinaten eines jeden Punktes als homogen vorausgesetzt werden. Dann 
verschwindet auch jedes (2,9), (2, w), ..., und die Determinante aus den 
Grössen (2,2), (2,9), (pw), ... wird, abgesehen von einem constanten 
Factor, gleich der aus den Grössen (yy), (pw), ... gebildeten Determinante. 
Bei der angenommenen Form von g, w, ... ist also der Multiplicator des 
Systems der Lagrangeschen Gleichungen gleich der Determinante (28.), deren 
Elemente nach der Vorschrift (29.) gebildet sind. 

Was nun die von Jacobi vervollkommnete Hamiltonsche Methode an- 
betrifft, so wird dieselbe in Jacobis Vorlesungen über Mechanik (3. 167) 
für den Fall, dass die Kräftefunetion die Zeit nicht explieite enthält, un- 
gefähr in folgender Form dargestellt: 

„Man drücke T und U durch die oben definirten 2. Grössen q, und 
p,;, aus. Hierauf setze man in der Gleichung: 
bus 0 = .ce+T-U, 

27 an die Stelle von p,, so dass diese Gleiehung in eine partielle Diffe- 
rentialgleiehung für W übergeht. Kennt man eine vollständige Lösung 
derselben, welche ausser der mit W additiv verbundenen Constanten die 


« Uonstanten &,, ... a@,_, enthält, so sind 
oW 4 oW 3 oW j 
N : == ( 4 . ® . u. ne a T ig: we 
oa, > da u-ı I u—19 0a 


die Integralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung.“ 

In dieser Form ist die Methode auch für die Nicht-Euklidischen 
kaumformen zu verwenden. Es gelten somit für diese Räume auch die 
allgemeinen Resultate Jacobis, namentlich auch die allgemeine Störungs- 
theorie. Ich halte es jedoch für wichtig, die Form der Differentialglei- 
chung anzugeben, wenn die Weierstrassschen Coordinaten &,, 2, :.. &, 
benutzt werden. Statt diese Form direet zu entwickeln, was keine Mühe 
machen würde, benutze ich diejenige Gleichung, welche von Jacobi für 
den Fall von Bedingungsgleichungen aufgestellt und in der ersten, seinen 





je 
1 
u 





Es 
5.4 
er. 
& 

er. 
| Re. 
- 
3 
B 








Killing, die Mechanik in den Nicht-Euhklidischen Raumformen. 19 


Vorlesungen beigedruckten Abhandlung (S. 376— 379) mitgetheilt ist. Diese 
gestattet uns, das Resultat sofort anzugeben. 

„Wenn die Funetion W für die Coordinaten sämmtlicher Punkte als 
homogen vom nullten Grade vorausgesetzt wird, so ist sie für ein System 
freier Punkte durch die Differentialgleichung za bestimmen: 


u: (a) +) 4 -(S)| = 20-20. 


m ir or, 
Wenn homogene Bedingungsgleichungen =0, vw=(, ... bestehen, 
so möge W wieder als homogen vom nullten Grade postulirt werden. 
Dann ist die Gleichung: 


1 1 o0W ,o0 or e oW og oy 
> a0 =  k =: en) + —— F il — en re. 
n '\k dx, or, or, or, or, or, / 
er nt...) 
Or, OX, OL, 
wo die Üoefficienten A, u,... durch die Gleichungen gefunden werden: 
,Kyy)+ulygw)+- = (Wp), 
,Kwp)+ulpyw)+-- = (Ww), 


und die (pp), (pw), ... die oben angegebene Bedeutung haben.“ 

Erstes Beispiel. Die kürzeste Linie auf einem beliebig ausgedehnten 
(Gebilde. 

Ein Raumgebilde sei durch r Gleichungen bestimmt 9 =0, w=(0,..., 
und diese mögen homogen in den Coordinaten sein. Auf diesem Gebilde 
bewege sich ein Punkt, ohne dass beschleunigende Kräfte ihn angreifen. 
Dann werden die Bewegungsgleichungen erhalten, wenn man in den Glei- 


chungen (24.) die Grössen X,, ... X 


n 


gleich Null setzt. Dieselben Grlei- 
chungen ergeben sich aus den Grundsätzen der Variationsrechnung für die 
kürzesten Linien, sowie aus den Bedingungen des Gleichgewichts für die 
Form, welche ein gewichtsloser gespannter Faden auf dem Gebilde annimmt. 
Aus den Gleichungen schliessen wir: 


„Legt man in einem beliebigen Punkte eines (n—r)-fach ausge- 
dehnten Gebildes durch die (r-fach ausgedehnte) Normalebene des Gebildes 
und durch die Tangente an eine durch den Fusspunkt gehende kürzeste 
Linie eine (r+1)-fach ausgedehnte Ebene, so geht sie noch durch einen 
dritten unendlich nahen Punkt der kürzesten Linie, umfasst also die zwei- 
fach ausgedehnte Schmiegungsebene der kürzesten Linie.“ 


Zr 
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Wir suchen die Gleichung der kürzesten Linie für ein beliebiges 
Krümmungsgebilde von quadratischen Gebilden, also für ein (n—r)-fach 
ausgedehntes Gebilde, in welchem sich r confocale quadratische Gebilde 
schneiden. Die Gleichungen dieser Gebilde seien: 




















a RE x” a; | 
II + ne +..4 £> — (0 (4=1,2,...r), 
Dann sind die Gleichungen der kürzesten Linie 

1; M, M, 
Dr" er ee en 
N We 6 Be M, 

ne — 1, + I,—a, ? 

ı 8 c” M, M, 
Ta ine a en a Se So 


Wir integriren dieselben nach einer von Herrn Weierstrass angege- 
benen Methode (Berliner Monatsberichte 1861 S. 988), indem wir setzen: 


a i 
fü) = —i (ia)... (a-a,), 
a En = 2; 
N Ft A 
Es u Re 
- e Terr 


Indem wir zunächst 4 als von £ unabhängig betrachten, beweisen wir durch 
Differentiation, dass 
en a > 
1 \ 
(4 dt ) — A) pı(A) 


von £ unabhängig, also eine blosse Function von A ist. Als solche ist 
sie vom 2nten Grade und verschwindet für —h’, &, ... &y, Ay... A,, also 
ausserdem noch für a—r—1 Werthe ?,,... d,_,_ı. Wir setzen demnach 
äh ,. ni 2 
R(4) k® -(A-0,).. «(A —a,)(A— hı) Eu: (AA, (AP)... (A ef Ra 


und dürfen jetzt in der Gleichung 
dg(}) \° ' nr 
FR) _ gap) = ER), 
wenn wir setzen, 


lg (A) k’x,x x, «a 
l ‘ F nn — Ta FR ... \ - 
E22 Ak? ne 


Ce A— a, 


— 


w 


LT, 2 
2 )) 


auch 4 als von £ abhängig betrachten und demselben die a—r Werthe 
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S ’ hy Ah, beilegen, für welche g(A) ausser A,,... 4, noch verschwindet. 
} | Führen wir noch die Abkürzung ein: 

4 N “ ON / N 
. gi) = (A—4,)...(A—1,), 


so gehen aus den angestellten Erwägungen tolgende Gleichungen hervor: 


2 7 gArsdddrı 0. gAn)dAn _ 0 
| a YR(A,) 


Lz 19(Arı ı)dA,; 1 4 = 9(A,) di, 
YR(4,;1) YR(A,) 


rear RR, SD eur © 
ri +1) in denne — J Ja — 0, 
YR(4, f ı) } R(),.) 
wu A,ı1)dA,. R X dA, 
— Hg ddr +++ —\ — 2edt. 
& 1 Wenn speciell r=1 ist, also die kürzeste Linie auf einem quadra- 
E 4 tischen Gebilde gesucht wird, so kann man zunächst die elliptischen Co- 


ordinaten und dann auch die Coordinaten z,.... x, der kürzesten Linie in 
der einfachsten Weise durch hyperelliptische Funetionen von »—1 Grössen 
u, U, ... u” ausdrücken, von denen die erste veränderlich, die übrigen 
constant sind. 

Auch die Jacobische Methode führt recht einfach zum Ziele. Be- 
deuten 4, die » Wurzeln der Gleichung: 


h Gy i 
h rc iR Lu 
a - 0, 
„+ Kk" a, —4, | 
so ist: 
3 2? m: (k’+4,)...(k?-+A,) 
; rl : rn wa; ar ) 
st 1 (k’+a,)...(k’+@,) 
oo MB EEE h’(@.—4,)...(@,—hn) 
' (@,+k’)(a,—a,)...(@2,—a,-ı)(e,—@,r1)...(@,—@,) 
und 
ade ae EN: 
wo 
z 313 
N, = 3  . 
z (kK+A,)(e, 2. A.)...(&n —A,) 
In unserem Falle sind A,,... 4, constant: man hat also in der Formel 
2T=4N, A, +--+1N,2, = ( 


zu setzen: 
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und erhält die Differentialgleichung: 





1 oW 
er ie 
N,+ı tt au: 


welche sich mit RO der obigen Mer in folgende zerlegt: 
age (I) ea)... ar) für vertl,... 

Die OR von W nach den 5 und nach ce’ führt auf die 
obigen Gleichungen. 

Es sei gestattet, hier die Lösung des Problems beizufügen: Ein 
zweifach ausgedehntes Krümmungsgebilde von quadratischen Gebilden auf 
die Euklidische Ebene abzubilden. Nachdem diese Aufgabe gelöst ist, 
bietet die Abbildung auf die Ebene derselben Raumform keine Schwierigkeit. 

Da in dem Ausdrucke für das Linienelement alle dA, mit Ausnahme 
von di,_, und dA, verschwinden, so ist nach der bekannten Methode zu setzen: 


wit at SE ER TORTE 
dutide = N Pe”, Din 19). (Au PR di,_ı 


k* (An— 3.) ld E: Mi a 
be a Var (A, — ee, di, } 


Hier sind # und o rechtwinklige Coordinaten in der Abbildungs- 











ebene und von den Zeichen + ist überall entweder das obere oder das 
untere zu wählen, Ist jetzt A4,_,_4,, so wähle man a = v7 Bi er b=0. 

n—1Fın 
Dadurch wird « eine blosse Funetion von 4,_, und vo von 4,, und ihre 
Darstellung ergiebt sich von selbst. 

Zweites Beispiel. Ein freier Punkt wird von einem festen Punkte 
nach einer beliebigen Funetion der Entfernung angezogen. 

Obwohl die Lösung sehr einfach ist, mögen einige Worte darüber 
gestattet sein. Will man die gewöhnlichen Methoden benutzen, so geht 
man etwa davon aus, dass die Bewegung in einer zweifach ausgedehnten 
Ebene vor sich geht, wie der Flächensatz lehrt. Wenn man die partielle 
Differentialgleichung integriren will, so führe man Polarcoordinaten ein 
(ef. Jacobi, l.e. 8.185 und 344). Dann zerfällt die Gleichung in eine 
teihe von solchen, welche sich sofort integriren lassen. Wenn das Gesetz 
der Anziehung das im Beispiel zu $ 1 aufgestellte ist, so kann man sehr 
leicht den Ort des Punktes durch seinen Abstand r vom anziehenden Punkte 
und durch den Abstand oe von einem zweiten beliebig gewählten Punkte 
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bestimmen. Wählt man letzteren in der Balın des bewegten Punktes im 
Abstande r, vom Üentrum, so ist 


— BER 2 ACReN 


r+o / u str 
22 Se . 2. 
Ww 2. / ds 2k cotg 2k - ” ® 


« 
r—o 


eine Gleichung, durch deren Differentiation die Bewegungsgleichungen er- 
halten werden. 

Drittes Beispiel. In einer Raumform von » Dimensionen bewege 
sich ein Punkt unter dem Einfluss zweier Kräfte, welche nach zwei festen 
Centren gerichtet und dem Quadrate vom Sinus des durch k dividirten Ab- 
standes umgekehrt proportional sind. 

Man könnte davon ausgehen, dass der bewegte Punkt in demjenigen 
dreifach ausgedehnten Hauptgebilde verbleibt, welches durch die beiden 
anziehenden Punkte und die anfängliche Richtung des bewegten Punktes 
bestimmt wird. Indessen würde sich hierdurch die Rechnung nicht verein- 
fachen. Wir nehmen daher auf die Anfangsrichtung des Punktes keine 
kücksicht und legen von den Ebenen eines Weierstrassschen Coordinaten- 
systems die Ebenen ,=0, ,=(0,... 2,=0 durch die Gerade, welche 
die anziehenden Punkte verbindet, und geben dem Gebilde x, = 0 eine sym- 
metrische Lage zu diesen beiden Punkten. Wir setzen 


2; = $.SINY,COSY,, 
X, = SSINY,SINY;...SINY, 2, 


so dass ist 
+3 +. +, =#, Katitre=h. 
Dadurch geht die Differentialgleichung (30.) über 
oW eW 2 UP A LEER AL A 
te Zus het) 


PR.’ 
ee Sa 
s’sin’g,...Ssin’pna N Oyn-ı 





welche sich sofort in die beiden Gleichungen zerlegt: 
2U+2h— . 


$ 
o w 1 6 aW 


wo o eine willkürliche Constante an: Die erste Gleichung drücke 


um = ) + a) 2) = 2 
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ich durch elliptische Coordinaten aus, für welche die Brennpunkte mit den 
anziehenden Punkten zusammenfallen. Wie die linke Seite dadurch um- 
geformt wird, ergiebt sich aus dem ersten Beispiele. Auf der rechten 
Seite ist zu setzen 


m 


IM T cotg + u cotg- —- 
wo r und r, die Abstände von den Brennpunkten bedeuten. Man erhält 


durch leichte Umformungen: 
/ k? A yet aa ir us 77 er 


kit )Y- R I . 4 1) + (m —m »V (a —),) 


Tue P ERBERTT EE 
u > Koh 








und findet 
| (kb +®, en 
. 
Demnach erhalten wir 


v- [u / Ih a ) In ai @® pe ze + 
| Baer 


k? 


| ER (a +0.) —a,) | 
fa y‘ ‚RA, Aa" (mh) 4) r3e Re u; (m, = > +u 
k Fr 








- (@ A A,) 
HR, Paar); 
wo u eine Uonstante bezeichnet und wo F eine blosse Funetion von 
Piy++. Pu I8t, welehe sich aus der zweiten Differentialgleichung durch 
weitere Zerfällung sofort ergiebt. 


$ 5. 
Erweiterung des Newtonschen Gesetzes. 

In einer Raumform von » Dimensionen denken wir uns um einen 
anziehenden Massenpunkt als Mittelpunkt (»—1)-fach ausgedehnte Kugel- 
flächen beschrieben. Wenn auf Theilen dieser Flächen Masse ausgebreitet 
ist, so muss nach den Anschauungen, welche dem Newtonschen Gesetze 
zu Grunde liegen, die vom Mittelpunkte ausgeübte Anziehung den Massen 
direet und den Flächen umgekehrt proportional sein. Nun ist die Ober- 
fläche eines solchen Gebildes für den Radius r gleich ©@%" "sin", wo 


k ? 
© in bekannter Weise durch » und r ausgedrückt wird. Als Erweiterung 
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je nachdem M ausserhalb oder innerhalb von S oder auf S selbst liegt.“ 
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des Newtonschen Gesetzes der Attraetion für eine Raumform von » Dimen- 


sionen betrachten wir demnach eine Anziehung, welche der Masse direet 
und der (n—1)!en Potenz vom Sinus des durch % dividirten Abstandes um- 
sekehrt proportional ist. 

Der Kürze wegen möge es in diesem Paragraphen gestattet sein. 
einen von einer (n—1)-fach ausgedehnten Kugelfläche begrenzten 'T’heil des 
Raumes als Kugel, die Grenzfläche kurz als Kugelfläche und den von zwei 
eoncentrischen (a—1)-fach ausgedehnten Kugelflächen begrenzten Raum als 
Kugelschale zu bezeichnen. Entsprechendes möge beim Worte Ellipsoid gelten. 

Dem in Gauss' Werken Band V S. 9 aufgestellten Theorem IV. ent- 
spricht das Folgende: 

„Bezeichnet dS ein Element eines (»—1)-fach ausgedehnten und einen 
endlichen Raum einfach einschliessenden Gebildes S, P einen Punkt dieses 
Elementes, M einen festen Punkt des Raumes, r den Abstand MP, «„ den 
Winkel zwischen MP und der innern Normale von dS, so ist das über das 
ganze Gebilde S ausgebreitete Integral 


: dS.cosu 
| £ —(0) oder =@ oder 
IND r 
f) 


— 


IX 


I sin”! 


h 


- 


Zum Beweise beschreibe man um M eine Kugelfläche mit dem un- 
endlich kleinen Radius v» und ziehe nach den sämmtlichen Punkten auf der 
Grenze von dS von M aus gerade Linien. Wenn das so entstandene Kegel- 
gebilde auf der Kugelfläche den Theil »"""do ausschneidet, so ist 

de _ rin 
woraus der Satz sofort folgt. 

Dieser Satz führt auf die Erweiterung eines andern von Gauss 
bewiesenen Satzes (Werke V. S. 224); die Erweiterung ist von Herrn 
Schering in der Abhandlung: „Die Schwerkraft in mehrfach ausgedehnten 
Gaussischen und Riemannschen Räumen‘ ((söttinger Nachriehten 1873 8. 154) 
als Lehrsatz III. aufgestellt. 

Die Anziehung, welche eine unendlich dünne homogene Kugelschale 
ausübt, ist für einen Innenpunkt gleich Null, für einen Aussenpunkt so 
gross, als ob die Masse im Mittelpunkte vereinigt wäre. Daraus ergiebt 
sich sofort die Anziehung, welche eine beliebige homogene Kugelschale 
oder Vollkugel auf irgend einen Punkt ausübt. 

Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 1. 
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Ist y eine homogene Funetion zweiten Grades der Coordinaten und 
hat (2 die oben angegebene Bedeutung, so sollen die durch die Gleichungen: 


y=0 und y+ > 2=0 


dargestellten Gebilde als ähnliche eoncentrische Gebilde bezeichnet werden. 
Der kaum, weleher zwischen den beiden ähnlichen unendlich nahen Ellip- 
soiden 


2 
T 


& 


2 x, x 
-— -m=0 und EREHESTENG 
l 


77 


— 1, = 2dr 


enthalten ist, möge gleiehmässig mit Masse erfüllt sein. Die so vertheilte 
Masse übt auf jeden Innenpunkt keine Anziehung aus. Wir fügen einen 
Beweis bei, welcher gestattet, mehrere wichtige Formeln für das Ellipsoid 
mitzutheilen. 

Die Dichtigkeit im Punkte x ist proportional wdr, wo w den Sinus 
des Abstandes der Tangentialebene vom Mittelpunkte bedeutet und sich 
aus der Formel ergiebt: 

++. 

Der angezogene Punkt 5 habe vom Punkte x die Entfernung r und 
die Gerade r bilde mit der Normale in x den Winkel p; dann ist 
En 


COSYy 


Beschreibt man um $ eine Kugel mit dem unendlich kleinen Radius v, 
und bestimmt ein den Punkt x enthaltendes Element dS des anziehenden 
Körpers auf der Kugel das Element v""'"do, so ist die von dS ausgeübte 
Anziehung proportional 

e 
ksin — do.dr 
do.dr ae, 


w.Cosp 7m < ud 


Rn 


Wie sieh aus den Polareigenschaften des Ellipsoids ergiebt, bleibt 
dieser Ausdruck ungeändert, wenn man statt dS dasjenige Element nimmt, 
dessen Grenze mit & verbunden zu demselben Kegeigebilde führt. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Indem man auf zwei eonfocalen Ellipsoiden solche Punkte einander 
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zuordnet, welche in »—1 elliptischen Coortdinaten übereinstimmen, gelangt 


man in bekannter Weise zu dem Satze: „Zu einer unendlich dünnen, von 
ähnlichen Ellipsoiden begrenzten Schicht ist jedes eonfocale Ellipsoid eine 
Niveaufläche‘. 

Die Form, welche das Potential für das angegebene (sesetz an- 
nimmt, und die wichtigsten Gesetze über dasselbe sind bereits von Herrn 
Schering in der erwähnten Arbeit angegeben (Göttinger Nachr. 1873 >. 149 
bis 159). Die Function w,(r) des Abstandes r, mit welcher das Produet 
der Massen multiplieirt wird, ist für ein gerades und ungerades » verschie- 
den, und zwar ist für ein ungerades »: 


1 n—3 
cotg - - f - 2 
81) 'w,(r) k : 2v+2 244 n—» n— 3 I 
ol. wir) = —— 7%  — 
N ? (n—2)k"-? 7’ 2v+1 2v+3 n—6 n—4 .,„r 
sın“ 
dagegen für ein gerades » >2: 
og ( —_ eotg -- 
or cotg — 
PN “> - n— 3 . 2k 21, 
w.\r) = 3%.» - 
/ BE n—4 (n— 2) k 
2° { r 
(32.) cos ni i 
i a 243 2v+5 n—9 l 
+ u Ber u Do un 
(n—2)k"-?sin’ | sin?” — 
i h 


Damit die Potentialfunetion 
(33.) V= /dmw(r 


auch im Aeussern die bekannten Eigenschaften beibehalte, stellen wir sie 
als homogene Function nullten Grades der Coordinaten x. 2... ... x, dar 
und lassen auch für die Bildung der zweiten partiellen Differentialquotienten 
die ersten Differentialquotienten als Function (—1)'en Grades der Coordinaten 
bestehen. Dann sind die Componenten der Kratt: 
Be ee 
OT, or, CH, 

Wenn dann in jedem unendlich kleinen Raumtheile nur unendlich 
wenig Masse enthalten ist, so ändern sich das Potential und die ersten Ab- 
leitungen stetig im ganzen Raume. Dagegen ist der nach der obigen Vor- 
schrift gebildete Differentialausdruck: 

I ni et ee, 


Br or or; 
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wo ® den oben angegebenen Coefficienten und g die Dichtigkeit im Punkte x 
bezeichnet. Wenn die Masse in (»-1)-fach ausgedehnten Gebilden con- 
densirt ist, so ist das Potential selbst stetig, aber die nach der Normale 
genommene Ableitung ändert sich beim Durchgange durch das Massen- 
gebilde um ®@g. Sobald die Masse noch weiter condensirt ist, wird das 
Potential in der Masse unendlich, und zwar für ein (n—2)-fach ausgedehn- 
tes (sebilde logarithmisch unendlich. (Diese Sätze sind von Herrn Schering 
in den Lehrsätzen V., VI. VII. ausgesprochen). 

Was den Beweis anbetrifft, so kann man etwa zunächst die Formel 
AVY=0 für einen ausserhalb der Masse gelegenen Punkt beweisen, was 
dureh Differentiation unter dem Integralzeichen geschehen darf. Für den 
allgemeinen Beweis der Formel AV = -—@e und für den Beweis der andern 
Sätze darf man sich auf ein unendlich kleines Gebiet beschränken, und 
dafür gelten die Gesetze der Euklidischen Raumformen. 

Die weitern Eigenschaften des Potentials stützen sich auf den Green- 
schen Satz (bei Herrn Schering Lehrsatz VIII), welcher bei unserer Be- 
zeichnung die Form annimmt: 
| Ri FLUR) ZUR: ar Ku a 


L oz, Or, or, O2, OÖ: 
(35.) 





+ [U.AV.dR, = So AR... 


Hier ist der Raumtheil R, von dem Gebilde R,_, einfach um- 


. oo . . oV . .. r - 
schlossen, die Differentiation any Ist nach der äussern Normale gerichtet, 
7 


und AV hat die oben angegebene Bedeutung; die Integration ist links auf 
das ganze Gebiet R,, rechts auf die ganze Grenze R,_, auszudehnen. 
Einen Beweis für diesen Satz glauben wir nicht beifügen zu müssen. 
Dagegen wollen wir kurz darauf aufmerksam machen, dass die Anschau- 
ung, welche Somo/f im zweiten Bande seiner Mechanik (deutsche Ausgabe 
S. 147) mit diesem Satze verbindet, auch hier bestehen bleibt. Bedeutet 
U die Dichtigkeit einer in AR, ausgebreiteten Masse, V das Potential der 
Geschwindigkeit, mit welcher jedes Theilchen bewegt wird, so zeigt man 


leicht, dass 
ddR, 


IR, = AY. ot 


ist. Somit stellt sowohl die linke wie die rechte Seite der obigen Glei- 
chung die Veränderung der Masse dar, und zwar wird der erstere Aus- 
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1) 


ui‘ 


druck durch Betrachtung jedes Elementes, der letztere dureh Ermittlung 
des in der Grenze vorkommenden Ein- und Austrittes gewonnen. 

Hiernach bleiben die Eigenschaften des Potentials bestehen. Da die 
Uebertragung höchst einfach ist, genügt es, diejenigen Punkte anzugeben, 
in denen sich das Potential bei Ewklidischen und Nieht-Erklidischen Raum- 
formen unterscheidet. 


In den Euklidischen RKaumformen wird das Potential und die Kraft 
R: r 1 , na 1 " 
für das Unendlichferne gleich Null und die Entwieklung nach enthält 
- 


nur positive Potenzen, für deren niedrigste die Coeffieienten sofort ange- 
geben werden können. Das fällt in den Nicht-Euklidischen Raumformen 
vollständig weg. In den Lobatschewskyschen Raumformen von ungerader 
Zahl von Dimensionen wird das Potential im Unendlichen gleich der mit 
einer gewissen Constanten multiplieirten Masse. 

Wenn in einer Euklidischen Raumform von » Dimensionen eine 
unendliche, v-fach ausgedehnte Ebene gleichmässig mit Masse bedeckt ist, 
so ist das Gesetz der Anziehung auf einen Punkt dasjenige, welches bei 
der Anziehung durch einen Punkt in einer (a—rv)-fach ausgedehnten Euklidi- 
schen Raumform gilt. In den Nicht-Euklidischen Raumformen gelten unter 
der gemachten Annahme ganz andere Gesetze der Anziehung. 


$ 6. 
Unendlich kleine Bewegung eines festen Körpers. 
Damit bei der unendlich kleinen Bewegung: 


‘ > l. 
36) RP = Zu 


dr, x 
x» U,„f, 
dt 


# 


en 


()e 


der Abstand sämmtlicher Punkte ungeändert bleibt, müssen die Bedingun- 
gen erfüllt sein: 
BI) Rt art 


[2 
Alsdann ist das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes : 


2 


p 


2/,..2 N fu, 728 208 
= I uUnt' tt Uum)t I, zwi Ur tun )t 
h 


\ 


P r [a U, Us ) 
+20, (Um lto, Fett) t +2 el ZH UM ..) 


+ 
Alle Punkte, welche dieselbe Geschwindigkeit besitzen, liegen auf 


(38.) 
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einem Gebilde zweiter Ordnung. Dieses Gebilde wird bei der Bewegung 
in sich verschoben. Alle derartigen Gebilde haben dieselben Mittelpunkte 
und sind einander ähnlich. Die Aufgabe, die Natur dieser Gebilde festzu- 
stellen, ist identisch mit der Aufgabe, die Maxima und Minima der Ge- 
schwindigkeit zu suchen. Beide führen darauf, die Elementartheiler der 
Determinante zu bestimmen: 


Uta tt Um ... Unten t Unten +‘ 


2 
Un, | 2 2 0 A, Kun 
nt 


) 

» 2 

Ay), A Ku ) 0 
l Kon ol n j x | 

4,40 ea U, U, u k” U2,Uaı ’r a ke rm k* 


Diese ist das Quadrat der Determinante: 


O8 Un * . . U,;,, 


Bi 


(4 ).) A k k 


u In 


Be 3, Boing 

Wenn hier die letzten » Horizontalreihen mit 4 multiplieirt werden, 
so erhalten wir für o=0 eine schiefe Determinante. Aus den bekannten 
Eigenschaften derselben folgt ein Satz, welchen für beliebige Euklidische 
kaumformen wohl zuerst Herr Jordan (Comptes rendus LXXV p. 1614) 
ausgesprochen und für unsere kaumformen Herr Beltrami*) zuerst be- 
wiesen hat: 

„In einer Raumform von einer geraden Zahl von Dimensionen be- 
steht jede augenblickliche Bewegung in einer Drehung um einen Punkt; 
bei einer ungeraden Zahl von Dimensionen bleibt im allgemeinen kein 
Punkt in Ruhe, aber sobald ein Punkt in Kuhe gehalten wird, findet 
Drehung um eine Gerade statt.“ 

Dieser Satz lässt eine bedeutende Verallgemeinerung zu. Man be- 
weist dieselbe entweder aus den Sätzen, welche Herr Frobenius (dieses 
Journal Bd. 82 S. 244 u. 245) über das Verschwinden der Unterdetermi- 
nanten in einer schiefen Determinante aufgestellt hat, oder auch geometrisch 
durch wiederholte Anwendung des vorangehenden Satzes. Wir geben der 
Erweiterung die Form: 


*) Darboux et Hoüel Bullet. ser. 1, t. XI p. 239. Die Arbeit selbst kenne ieh 
leider nieht, sondern nur das Referat in den „Fortschritten der Mathematik“. 
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„Das Gebilde, welches bei der Bewegung einer paarig ausgedehnten 


Raumform in Ruhe verbleibt, hat stets eine gerade Zahl von Dimensionen: 
sobald also ausser einem ruhenden Punkte (und seinem Gegenpunkte in 
einem Riemannschen haume) ein zweiter Punkt in Ruhe verbleibt, müssen 
mindestens alle Punkte einer zweifach ausgedehnten Ebene ihren Ort bei- 
behalten; sobald ausser einer solehen Ebene ein Punkt in Ruhe bleibt, gilt 
dasselbe von einer vierfach ausgedehnten Ebene u. s. w.“ 

„Wenn die Zahl der Dimensionen für eine Raumform ungerade ist, 
muss sie es auch für jede Ebene sein, welche die Gesammtheit aller Punkte 
enthält, die bei einer Bewegung etwa in Ruhe bleiben; demnach zieht hier 
die Ruhe eines Punktes die einer Geraden nach sich; bleibt ausser einer 
Geraden noch em Punkt in Ruhe, so muss mindestens jeder Punkt einer 
dreifach ausgedehnten Ebene seinen Ort beibehalten u. s. w.“ 

Um jetzt näher auf die durch die Gleichungen (36.) und (37.) charak- 
terisirte Bewegung einzugehen, betrachten wir zunächst den Fall, dass » 
ungerade, 4° positiv ist und dass der Gleichung A=0 der Werth oe = 0 
nicht genügt. Dann sind die Wurzeln von A=(0 paarweise entgegen- 
gesetzt gleich und D=0O hat nur Paare gleicher Wurzeln. Durch Ver- 
wandlung des Coordinatensystems kann man der Gleichung (38.) die Form 
geben: 


e = art) tat) + +, (a tr.) 


> 


Hier sind a, @, ... die Wurzeln der Gleichung D=0. Sind dieselben 


0 
unter einander verschieden, so kommt die Geschwindigkeit 0 = Ya, einem 
Gebilde zu, welches homogen durch »—1 Coordinaten dargestellt werden 
kann. Ein solches nenne ich ein Kegelgebilde mit singulärer Geraden. 
Das der grössten und der kleinsten Geschwindigkeit entsprechende Kegel- 
gebilde ist bis auf die singuläre Gerade imaginär, für die andern Wurzeln 
reell. Diese Betrachtungen führen zu folgenden Sätzen: 

„Bei der allgemeinsten unendlich kleinen Bewegung einer endlichen 
1 


7 


Raumform mit einer ungeraden Zahl » von Dimensionen werden ——, 
gerade Linien in sich verschoben. Jede dieser geraden Linien bildet mit 
den andern rechte Winkel und hat von ihnen die Entfernung }k7, gehört 
also dem absoluten Polargebilde der übrigen an; nachdem eine beliebig 
gewählt ist, kann eine zweite beliebig auf einer (a—2)-fach ausgedehnten 
Ebene, darauf die dritte auf einer (»—4)-fach ausgedehnten Ebene beliebig 
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gewählt werden u.s.f._ Von diesen Geraden hat eine die Eigenschaft, 
dass ihre Punkte die grösste Geschwindigkeit haben, und die Punkte, 
welche auf einer zweiten von diesen Geraden liegen, bewegen sich am 
langsamsten; für alle andern Punkte liegt die Geschwindigkeit zwischen 
diesen Grenzen. Diejenige Geschwindigkeit, welche einer der übrigen in 
sich verschobenen Geraden zukommt, kommt auch den Punkten eines qua- 
dratischen Kegelgebildes zu, für welches diese Gerade Doppelgerade ist. 
Ordnet man jedem Punkte alle diejenigen Punkte zu, welche mit ihm 
sleiche Geschwindigkeit haben, so wird der Raum in ähnliche eoncentrische 
Gebilde zweiter Ordnung zerlegt; alle diese Gebilde haben die Besonder- 


[) “ . . . . 
a Geraden, nämlich die in sich verscho- 


benen geraden Linien, anfüllen.“ 


heit, dass ihre Mittelpunkte 


„Jede unendlich kleine Bewegung lässt sich zusammensetzen aus 

ni „- 1 E z n-+1 

„5 Verschiebungen längs einer (reraden (resp. aus - 

eine (»—2)-fach ausgebreitete Ebene); diese Geraden können so gewählt 
werden, dass jede der absoluten Polarebene der andern angehört.“ 


Drehungen um 


„Jede unendlich kleine Bewegung kann zusammengesetzt werden 
aus einer Verschiebung längs einer Geraden und einer Drehung um die- 
n+ 1 


selbe Gerade. und zwar kann die Gerade in 5 "fach versehiedener 


Weise gewählt werden, wenn dieselbe Bewegung entstehen soll.“ 
Wir nehmen jetzt an, die Gleichung A = 0 habe in e° lauter gleiche 


! a ' 2 r n—1 ' 
Wurzeln. Man könnte glauben, diese Forderung führte auf - 5 Bedingungs- 
sleichungen; aber da A=0 selbst die Bedingung für ein Maximum ist, 


so müssen diese Bedingungen sich in eine grössere Zahl zerlegen. Ich 


will nicht darauf eingehen, diese Bedingungen, deren Zahl ( | — 1 


2 
.. » j® n’-+3 . .. . .. LET) 
beträgt. aufzusuchen und die «,, durch 1 willkürlich gewählte Grössen 


auszudrücken. Da nämlich die Gleichung D=0 nur eine Wurzel besitzen 
darf und für diese alle Elemente verschwinden müssen, so erhalten wir 
eine lteihe von Bedingungen, welche zwar nicht mehr von einander unab- 
hängig sind, welche aber gestatten, die geometrischen Eigenschaften dieser 
Bewegung leicht herzuleiten. (Will man die Formeln in der einfachsten 
Form haben, so kann man bei specieller Wahl der Coordinaten alle «,, 


* £} A “ * 
verschwinden lassen bis auf en, Us Ur se. Hu Und diese einander 
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gleich setzen.) Die Gerade, welche den Punkt x mit der unendlich nahen 


Lage desselben Punktes verbindet, enthält alle Punkte, deren Coordinaten 
sind: ont Pu, wenn « und 5 der Bedingung genügen: kKa’+/'o' = h’. 
Ersetzt man x durch irgend einen Punkt dieser Linie, so lehren die 
zwischen den Grössen «,, bestehenden Gleichungen, dass die neue (Gerade 
mit der früheren zusammenfällt; somit geht durch jeden Punkt des Raumes 
eine Gerade, welche in sich bewegt wird. Die Gesammtheit dieser Ge- 
raden hat eine wichtige Eigenschaft mit den Parallelen des Euklidischen 
Raumes gemein. Während im allgemeinen für zwei Gerade einer endlichen 
kaumform zwei gerade Linien „efunden werden können, welche beide recht- 
winklig schneiden, und diese beiden Abstände ungleich sind. liefert die 
bekannte Methode, diese Abstände zu bestimmen, für irgend zwei gerade 
Linien dieses Systems zwei gleiche Wurzeln. Zugleich werden aber die 
Fusspunkte der gemeinschaftlichen Senkrechten unbestimmt, und alle Ge- 
raden, welche von einem Punkte der einen geraden Linie auf die andere 
gefällt werden, stehen auch auf der ersten senkrecht und sind einander 
gleich. Diese Eigenschaft kann sehr leicht direet verifieirt werden. Will 
man die Begriffe von Winkel und Abstand zweier Geraden auf die end- 
lichen Raumiormen übertragen, so hat man von den beiden eben gefun- 
denen gemeinschaftlichen Senkrechten die kleinere als Abstand, die grössere, 
durch % dividirt, als Winkel zu bezeichnen. Wir können daher auch sagen, 
für irgend zwei Gerade des Systems sei der Abstand gleich dem mit % 
multiplieirten Winkel. Demnach können wir diese specielle Bewegung, 
welche ich als zu sich reeiprok bezeichnen möchte, in folgender Weise 
charakterisiren: 

„Wenn die Gleichung A =0 lauter gleiche Wurzeln in 0° besitzt, 
so bewegen sich alle Punkte des Raumes mit gleicher Geschwindigkeit 
und in gerader Linie. Durch jeden Punkt des Raumes geht eine gerade 
Linie, welche in sich verschoben wird. Das (»—1)-fach ausgedehnte System 
dieser Geraden unterscheidet sich dadurch von dem System der Parallelen 
in einem Euklidischen Raume, dass keine zwei von ihnen in derselben 
zweifach ausgedehnten Ebene liegen, aber es stimmt mit demselben darin 
überein, dass je zwei überall denselben Abstand haben, und dass dureh 
Jeden Punkt der einen eine Gerade hindurchgeht, welche beide reehtwinklig 
schneidet. Legt man durch eine Gerade des Systems eine zweifach aus- 
gsedehnte Ebene, so ist der Winkel, mit welchem sich diese libene um die 
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(rerade dreht, gleich der durch % dividirten Verschiebung längs der Geraden. 
Durch zwei Gerade des Systems geht eine dreifach ausgedehnte Ebene, 
welche zweifach unendlich viele in sich bewegte Gerade enthält; jede durch 
diese Ebene hindurchgehende vierfach ausgedehnte Ebene macht um die 
in sich bewegte dreifach ausgedehnte Ebene dieselbe Drehung, wie die 
zweitach ausgedehnte um die in sich verschobene Gerade. m Gerade des 
Systems bestimmen im allgemeinen eine (2m—1)-fach ausgedehnte Ebene, 
und jede durch diese hindurchgehende Ebene von 2m Dimensionen dreht 
sich mit der durch %k dividirten Punktgeschwindigkeit.“ 

Jetzt mögen die nt Wurzeln der Gleichung A = 0 in Gruppen 
von «, 9, ... unter sich gleichen, aber von allen übrigen verschiedenen 
Wurzeln zerfallen, und keine dieser Wurzeln möge gleich Null sein. Der 
o-tachen Wurzel entspricht eine Geschwindigkeit, welche alle Punkte eines 
(2Ze—1)-fach ausgedehnten Hauptgebildes besitzen; durch jeden Punkt des 
Hauptgebildes geht eine gerade Linie, welche in sich verschoben wird, 
und je zwei von diesen Geraden haben überall denselben Abstand. Ebenso 
wird eine (23%—1)-fach ausgedehnte Ebene, welche der absoluten Polarebene 
des ersten, (2«—1)-fach ausgedehnten Hauptgebildes angehört, mit einer 
(seschwindigkeit, welche der A-fachen Wurzel entspricht, und auf die Weise, 
welche wir so eben als eine zu sich reeiproke Bewegung charakterisirt 
haben, in sich verschoben. Dasselbe gilt von den übrigen Wurzeln. 

Bei der Ruhe eines Hauptgebildes unterscheidet sich die Bewegung 
in einer paarig und unpaarig ausgedehnten Raumform nur durch die Zahl 
der Dimensionen für das ruhende Gebilde. Hat das ruhende Gebilde 
»—2m Wimensionen, so wird die (2m)-fach ausgebreitete Ebene, welche in 
einem Punkte dieses Gebildes auf ihm senkrecht steht, unter der Ruhe des 
Schnittpunktes in sich gedreht. Jedes in einer solehen Ebene enthaltene 
(2m—1)-fach ausgedehnte Kugelgebilde hat die Eigenschaften einer Riemann- 
sehen Raumform, enthält also mindestens m Hauptkreise, welche in sich 
verschoben werden. Somit gehen durch jeden Punkt des ruhenden Ge- 
bildes mindestens m zweidimensionale Ebenen, welche in sich um den ge- 
nannten Punkt gedreht werden. Hat aber die Gleichung A = 0 ausser der 
verschwindenden noch mehrfache nicht verschwindende Wurzeln, so giebt 
es durch jeden Punkt des ruhenden Gebildes mehrfach ausgedehnte Ebenen 


von einer geraden Zahl von Dimensionen, für welche die Geschwindigkeit 
eines jeden Punktes nur von dem Abstande vom ruhenden Gebilde abhängt. 
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und wo durch jeden Punkt eine zweifach ausgedehnte Ebene geht, die in 
sich gedreht wird. 

Demnach besteht die allgemeinste Bewegung einer paarig ausge- 
dehnten Raumform darin, dass ein Punkt in Ruhe bleibt und dureh den- 


n en “ ie . . 
selben 5- zweifach ausgedehnte Ebenen hindurchgehen, welche in sich ver- 


2 
schoben werden; diese Ebenen stehen auf einander senkrecht. Ist r der 
Abstand eines bewegten Punktes von dem ruhenden Punkte, und ist die 


a 2 . . ie s 1 
(Geschwindigkeit gleich kAsin 7, 80 giebt es 5 


der grösste und der kleinste Werth von 4 gehört zu einer der genannten 


singuläre Werthe für 4: 


Ebenen. Während die allgemeinen Werthe von 4 einem Kegelgebilde 

angehören, welches den ruhenden Punkt zur Spitze hat, wird dasselbe für 

die stationären Werthe von 4 eine Doppelebene von zwei Dimensionen ent- 

halten. Demnach kann die allgemeinste Bewegung einer solchen Raum- 
i e 


speciellen Bewegungen längs —„ zu 


form zusammengesetzt werden aus 5 
einander senkrechten und durch denselben Punkt gehenden zweifach aus- 
gedehnten Ebenen: jede dieser speceiellen Bewegungen dreht nieht nur die 
zweifach ausgedehnte Ebene in sich um den ruhenden Punkt, sondern ver- 
schiebt auch jede durch die zweifach ausgedehnte Ebene zgelegte drei- 
dimensionale Ebene in sich, und jeder Punkt der (»a—2)-fach ausgedehnten 
Ebene, welche im Drehungspunkte der ersten Ebene auf ihr senkrecht 
steht, bleibt in Ruhe. 

Wenn die Gleichung A=0 ausser der Wurzel Null noch mehr- 
fache von Null verschiedene Wurzeln hat, so giebt es paarig ausgedehnte 
Ebenen, von welchen ein Punkt in Ruhe bleibt und in welchen durch 
jeden Punkt eine zweifach ausgedehnte, in sich gedrehte Ebene geht. Das 
System dieser Ebenen verdient einige Beachtung. Während im allgemeinen 
zwei Ebenen von zwei Dimensionen, welche einen Punkt zemeinschattlich 
haben, zwei Winkel mit einander bilden, erhält man bei zwei Ebenen des 
genannten Systems nur einen einzigen Winkel, indem der Winkel, welchen 
eine durch den gemeinschaftlichen Punkt in der einen Ebene gezogene 
Gerade mit ihrer Projeetion auf die andere Ebene einschliesst, constant ist. 
Beschreibt man um den gemeinschaftlichen Punkt in der einen Ebene eine 
Kreislinie, so haben alle ihre Punkte von der andern gleichen Abstand, 
und die Fusspunkte der von ihnen auf die andere Ebene getällten Senk- 
rechten liegen wieder auf einem Kreise. 
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Will man die verschiedenen Möglichkeiten übersehen, welche für 
die Bewegung einer »-fach ausgedehnten Raumform möglich sind, so kann 
man in folgender Weise verfahren: 

„Wenn kein Gebilde in Ruhe bleiben soll, so zerlege man die Zahl 


n+1 
5) 


Au 


Ist @«, P, ... eine solche Zerlegung, so ordne man jeder eine bestimmte 


auf alle verschiedenen Arten in eine Summe von ganzen Zahlen. 


va» 


verschieden sein. Dann kommt die Geschwindigkeit o, allen Punkten 
eines in sich bewegten, (2«—1)-fach ausgedehnten Hauptgebildes zu; ebenso 
bewegen sich alle Punkte eines (25—1)-tach ausgedehnten Hauptgebildes 
mit der Geschwindigkeit 0; u.8s. w. Die Bewegung eines jeden solehen 


)ositive Grösse 0,. Os. ... Zu: die Grössen 0,. 0:, ... sollen von einander 
p Ya» VA 


(Gebildes ist von der oben beschriebenen Art. 
„Soll ein Hauptgebilde von r Dimensionen in Ruhe bleiben, so zer- 
a e n-—-F » . . r \ 
lege man die Zahl —,-- auf alle verschiedenen Arten in Zahlen y, 0, 


nz 


und ordne jeder eine besondere Geschwindigkeit @,, 0, -.. zu. Dann 
geht dureh jeden Punkt des ruhenden Gebildes eine (2y)-tach ausgedehnte 
Ebene, welche nieht nur selbst in sich verschoben wird, sondern in wel- 
cher auch durch jeden Punkt eine in sich bewegte zweifach ausgedehnte 
Ebene «geht; die andern Zahlen bestimmen entsprechend Ebenen von 20, ... 
Dimensionen, denen dieselbe Eigenschaft zukommt.“ 

Noch verdient folgender Satz angemerkt zu werden: 

„Eine in sich bewegte paarig ausgedehnte Ebene kann in einer 
kaumform mit einer ungeraden Zahl von Dimensionen nicht einzeln vor- 
kommen, sondern muss mit einer Schaar soleher Ebenen einem unpaarig 
ausgedehnten Hauptgebilde angehören, welchem dieselbe Eigenschaft zu- 
kommt. Ebenso kann man alle Hauptgebilde, welche bei einer unendlich 
kleinen Bewegung einer paarig ausgedehnten Raumform in Deckung mit 
ihrer Anfangslage bleiben, zu einer endlichen Zahl solcher Ebenen ver- 
einigen, und jede der letzteren hat wiederum eine gerade Zahl von Dimen- 
sionen.“ 

Auf die Lobatschewskyschen haumformen brauche ich nicht näher 
einzugehen. Berücksichtigt man, dass jede Verschiebung längs einer v-fach 


ausgedehnten Ebene auf eine Drehung um ihr absolutes Polargebilde, also 


um eine (»—rv—1)}-fach ausgebreitete Ebene hinauskommt, so erkennt man 
leicht, wie die vorangehenden Resultate geändert werden müssen. Zwar 
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haben wir beim Beweise davon Gebrauch gemacht, dass bei einem posi- 


tiven 4° jeder Büschel ähnlicher quadratischer Gebilde dureh »+1 Quadrate 
dargestellt werden kann. Statt dessen haben wir jetzt auch die andern 
Formen zu beachten, in welche der Büschel bei negativem 4 nach Herrn 
Weierstrass (Berliner Monatsberichte. Mai 1868) gebracht werden kann. 
Will man die unendlich kleine Bewegung noch weiter charakteri- 
siren, so kann man auch hier die enge Beziehung zu den geraden Linien 
des Raumes näher studiren, eine Beziehung, welehe sich für na=53 in 
neueren Arbeiten so fruchtbar erwiesen hat. Betrachtet man in der 


Gleichung: 


die x als gegeben, & als veränderlieh, so stellt diese Gleichung diejenige 
Ebene dar, welche im Punkte x auf der Bewegungsrichtung des Punktes 


senkrecht steht. Betrachtet man aber die z5,—x,S$ als die Coordinaten 
einer geraden Linie, so hat jede der Gleichung genügende Gerade die 
Eigenschaft, auf der Bewegungsriehtung jedes ihrer Punkte senkrecht zu 
stehen. Dieser „Geradeneomplex“ charakterisirt vollständig die betreffende 
jewegung; er steht in enger Beziehung zu der Lehre von der Zusammen- 
setzung von Bewegungen, zum Grade der Beweglichkeit und des Zwanges 
u. dergl. Namentlich erweisen sich auch hier die Polareigenschaften als 
besonders wichtig. Ich glaube jedoch nicht näher auf diese Theorie ein- 
vehen zu dürfen. 

Die Theorie der Kräfte, welche auf einen festen Körper wirken, ist 
von der Theorie der unendlich kleinen Bewegungen nicht wesentlich ver- 
schieden. Wirken auf die Punkte x die Krätte X, und leiten wir die 
bewegungsgleichungen etwa aus dem d’Alembertschen Prineip ab, so sehen 


r | ’ u n(n-+1 a. 
wir, dass es ausser auf den Änfangszustand nur auf die (Grössen 


(vw 


127 \ N ” # 


Yu= (X, — gl M,„= Z(X,2,—X,x, 


ankommt. Diese Grössen haben die durch die Gleichung (37.) für die 
«,, vorausgesetzten Eigenschaften. Somit gelten für die Eintheilung der 
Kraftsysteme und für ihre Zusammensetzung dieselben Gesetze, wie für un- 
endlich kleine Bewegungen. Die Arbeit, welche das Kraftsystem M,, bei 
der unendlich kleinen Bewegung «,, leistet, ist 


Zu, M,.zdt. 
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Daraus ergiebt sich die Bedeutung der M,,: es ist M,, die Arbeit, 
welche das gegebene Kraftsystem leistet, wenn der Körper mit der Einheit 
der Geschwindigkeit längs der Axe » = 2, = --=z,=( verschoben wird. 


_ 


ST. 
Die Theorie der Trägheitsmomente. 

Der weitern Untersuchung über die Bewegung eines festen Körpers 
schieke ich die "Theorie der Trägheitsmomente voraus. Ich definire das 
Moment eines Massenpunktes in Bezug auf irgend ein Hauptgebilde als das 
mit 4° multiplieirte Produet aus der Masse in das Quadrat vom Sinus des 
durch % dividirten Abstandes; ferner setze ich fest, dass das Moment eines 
Systems gleich sein soll der Summe aus den Momenten der einzelnen Punkte. 

Sind a,, a,, ... a, die Coordinaten einer (»--1)-fach ausgedehnten 
Ebene, zwischen denen die Gleichung besteht: 


2} 
a, 


k® 


-+0++a, = 1, 


und ist o der Abstand des Punktes x von dieser Ebene, so ist 


ksin — — 4,0%, ta, 2, + +a,T,: 


Wenn ferner r der Abstand des Punktes von einer (»—/!)-fach aus- 
gedehnten Ebene ist, so lege man durch dieselbe / unter einander senkrechte 
(ra—1)-fach ausgedehnte Ebenen; hat der Punkt von diesen die Entfernungen 


Bu RR Dh 


. Tr 
sin’ 
Multiplieiren wir beide Seiten dieser Gleichung mit Am und addiren in 
Bezug auf sämmtliche Massenpunkte, so erhalten wir folgenden Satz: 
„Das Moment eines Massensystems für irgend eine (a—/)-fach aus- 
vedehnte Ebene ist gleich der Summe der Momente desselben Systems für 
/ Ebenen von »—1 Dimensionen, welehe sämmtlich durch die (»r—/)-fach 
ausgedehnte Ebene hindurchgehen und auf einander senkrecht stehen. 
Speeiell ist das Moment für einen Punkt gleich der Summe der Momente 
in Bezug auf » (a—1)-fach ausgedehnte Ebenen, welche durch den Punkt 
sehen und auf einander senkrecht stehen, im übrigen aber willkürlich ge- 
wählt sind.“ 
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Dieser Satz lässt es angebracht erscheinen, zunächst die Trägheits- 


momente für (a—1)-fach ausgedehnte Ebenen zu untersuchen. Haben die 
Punkte x“ die Massen m,, so ist das Trägheitsmoment A für die Ebene «a: 


n 


(41.) = =m,|a, + a0, FH ta, 


Aus dieser Form folgen zunächst einige Sätze, welehe im engsten Zusammen- 
hange mit dem so eben angeführten Satze stehen, und die wir in folgender 
Weise aussprechen wollen: 

„Wenn von n+1 Ebenen von »—1 Dimensionen jede auf den n 
andern senkrecht steht, so ist die Summe der Momente eines Massensystems 
in Bezug auf diese Ebenen gleich der mit 4 multiplieirten Masse.“ 

„Das Moment einer Masse in Bezug auf eine beliebige Ebene und 
das Moment derselben Masse in Bezug auf die absolute Polarebene der 
ersteren ergänzen einander zu der mit 4° multiplieirten Masse.“ 

Lässt man in der Gleichung (41.) die Grössen a sich so ändern, dass 
, constant bleibt, so bleibt die Ebene Tangentialebene an ein Gebilde 
zweiter Klasse. Dasjenige Gebilde, für welches = 0 ist, entspricht dem 
Hesseschen imaginären Bilde des Körpers. Bei veränderlichem 4 stellt 
die Gleichung (41.) eine Schaar confocaler Gebilde dar. Das giebt tol- 
senden Satz: 

„Alle (a—1)-fach ausgedehnten Ebenen, für welche ein gegebenes 
Massensystem gleiche Momente besitzt, berühren dieselbe (»—1)-fach aus- 
gedehnte Fläche zweiten Grades. Die sämmtlichen Gebilde, denen diese 
Eigenschaft zukommt, bilden eine Schaar confocaler Flächen.“ 

Da das Moment von der Wahl des Coordinatensystems unabhängig 
ist, so kann man die Gebilde (41 


\ 


.) auf das Haupteoordinatensystem beziehen 
und in der Form darstellen: 


(42.) , = Aa +tA,ar +: -+A,a;. 

Daraus ergeben sich folgende Sätze: 

„Für die a+1 Symmetrieebenen der angeführten quadratischen Ge- 
bilde nimmt das Trägheitsmoment seine stationären Werthe an; den grössten 
und den kleinsten Werth erhält es nur für je eine dieser Ebenen, jeden 
andern stationären Werth aber noch für die Tangentialebenen an ein 
(»—2)-fach ausgedehntes Gebilde.“ 

„in den »+1 Mittelpunkten des Gebildes (42.) kann man die Masse 
so vertheilen, dass das Moment dieser „+1 Massenpunkte in Bezug auf 
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jede (»a—1)-tach ausgedehnte Ebene und somit auch in Bezug auf jedes 
Hauptgebilde gleich ist dem Momente des gegebenen Körpers.“ 

Letzterer Satz kann im Anschluss an einen Satz des Herrn Reye 
(Schlömöichs Zeitschrift Bd. X. und dieses Journal Bd. 72) erweitert werden. 

Unter den (»n—1)-fach ausgedehnten Hauptgebilden, welche dureh 
denselben Punkt hindurchgehen, giebt es », für welche das Moment stationär 
wird. Diese stehen auf einander senkrecht und bilden die Symmetrieebenen 
tür alle Tangentialkegelgebilde, welehe von dem Punkte aus an die Gebilde 
(42.) gelegt werden können. Von diesen » stationären Momenten können 
nur dann zwei einander gleich werden, wenn der Punkt auf einem Focal- 
sebilde der Schaar liegt. In diesem Falle sind natürlich die Momente 
auch für alle Ebenen eines Büschels gleich. Für mehr können dieselben 
aber nicht gleich werden, wenn die Grössen k’A,, A,, ... A, unter einander 
verschieden sind. Wenn aber speciell FA, = A, =: -=A, = on ist. wo 
M die Gesammtmasse bezeichnet, so giebt dieser Werth das Moment in 
Bezug auf jede Ebene an. 

Die '['heorie der 'Trägheitsmomente in Bezug auf die Punkte des 
haumes ergiebt sich aus dem Vorstehenden vermittelst des Reeiprocitäts- 
gesetzes. Demnach liegen alle Punkte, für welche ein Massensystem gleiche 
Momente besitzt, auf einem Gebilde zweiten Grades. Alle derartigen Ge- 
bilde sind ähnlich und eoncentrisch. Für einen ihrer Mittelpunkte nimmt 
das Moment seinen grössten, für einen zweiten seinen kleinsten Werth an: 
das einem andern Mittelpunkte zukommende Moment gilt auch für die sämmt- 
lichen Punkte eines Kegelgebildes. Diese quadratischen Gebilde haben 
mit den oben genannten dieselben Mittelpunkte; dieselben vertreten in etwa 
den Schwerpunkt des Euklidischen Raumes. Wir bezeichnen sie als Träg- 
heitsmittelpunkte und die Symmetrieebenen der quadratischen Gebilde als 
die Hauptträgheitsebenen des Raumes. Auf jeder (a—1)-fach ausgedehnten 
Iüibene nimmt das Trägheitsmoment für » Punkte seine stationären Werthe 
an, wenn die Ebene nicht ein Kegelgebilde berührt, welches dem Büschel 


ähnlicher Gebilde angehört. Entsprechendes gilt für jede Ebene von weniger 


Dimensionen. 

Das Poinsotsche Momentenellipsoid lässt sich in mehrfacher Weise 
übertragen. Ist eine r-fach ausgedehnte Ebene gegeben und ist 4 das 
Trägheitsmoment für eine durch die gegebene Ebene hindurchgehende 
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(r+1)-fach ausgedehnte Ebene, so erricehte man in einem Punkte der ersten 


Ebene auf derselben eine Senkrechte, welche in der (r+1)-fach ausge- 
dehnten Ebene liegt, und trage auf ihr vom Fusspunkte eine Strecke a ab, 


. d . 
für welche Asin 7, umgekehrt proportional ist der Quadratwurzel aus 4. 
Ä 


Diese Construction mache man für alle (r+1)-fach ausgedehnten Ebenen, 
welche durch die. gegebene Ebene hindurcheehen, indem man den Fuss- 
punkt der Senkrechten ungeändert lässt; dann liegen die Endpunkte der 
Senkreehten auf einem Gebilde zweiten Grades. 

Da der Beweis für verschiedene Werthe von r sich wenig ändert, 
wählen wir r=0 und bestimmen demnach das Trägheitsmoment für alle 


Geraden, welche durch denselben Punkt hindurehgehen. Diesen Punkt 


wählen wir zum Anfangspunkte (1,0,... 0) eines Weierstrassschen Coordi- 
natensystems und als Ebenen &,, ... x, diejenigen Ebenen, für welche das 


Trägheitsmoment seine stationären Werthe annimmt. Bezeichnet a, den 
Cosinus des Winkels, welchen eine durch den Punkt gehende (»—1)-fach 
ausgedehnte Ebene mit der Ebene z, = 0 bildet, so ist das Trägheitsmoment 
für diese Ebene gleich 
A,a+:--+A,a,. 

Für eine Gerade, welche durch den Schnittpunkt geht und auf dieser 
Ebene senkrecht steht, ist das Moment gleich der Differenz der Momente, 
welche für den Punkt und für die Ebene gelten, also gleich 
(A, +: -+4A,)-(A,a+:-+A,a,) 


\ N, 


— a, (A,+ ee A,)+ a; A,+A;+--- l A, ae A, 1 . N A 


Trägt man also auf dieser Geraden vom AÄnfangspunkte aus eine Strecke 
r ab, so ist für deren Endpunkt 


. F 
x, = a,ksın nn 


woraus der Satz sich unmittelbar ergiebt. Macht man die Streeken un- 
endlich klein, so hat man sie selbst der Quadratwurzel aus dem Momente 
umgekehrt proportional zu machen. 

Die Theorie der- Trägheitsmomente hat ihre Bedeutung in der Be- 
ziehung zur lebendigen Kraft. Diese hängt bis auf einen gewissen Factor 
ab von der Lage der in sich bewegten Hauptgebilde und von dem Ver- 
hältniss der Geschwindigkeiten, mit welchen dieselben in sich bewegt wer- 
den. Wenn daher irgend eine Bewegung gegeben ist, so lassen wir die 
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Verhältnisse der «,, unverändert, nehmen aber an, dass die Summe aus 


den stationären Werthen von o° gleich 4° sei, setzen also 
zu, tkZu, = |. 
Jede so bestimmte Bewegung (resp. jedes derartige Kraftsystem) 


’ . n(n--1 
kann als Element eines se 


1 -fach ausgedehnten Raumes betrachte: 


werden, und die von einer Bewegung unter dem Einflusse eines Kratt- 
systems geleistete Arbeit liefert den Begriff des Abstandes. Die lebendige 
Kraft führt alsdann, wie so eben das Trägheitsmoment auf ähnliche eon- 
centrische Gebilde zweiter Ordnung, deren Mittelpunkte durch gewisse Be- 
wegungen vertreten werden. Die Wichtigkeit dieser Betrachtung liegt 
darin, dass eine beschränkte Beweglichkeit ganz allgemein in besonders 
einfacher Weise dargestellt wird. Ich hoffe, dass diese Andeutungen für 
jeden genügen werden, welcher mit den einschlägigen Untersuchungen für 


» —=53 bekannt ist. 


$ 8. 
Ueber die endliche Bewegung eines festen Körpers. 

Offenbar würden die frühern Formeln an Einfachheit gewonnen 
haben, wenn ich ka, als die eine Coordinate genommen und die Forderung 
vestellt hätte, dieselbe sollte für die Lobatschewskyschen Raumformen imaginär 
sein. Aber ich halte es für passend, mit reellen Grössen zu operiren, und 
das sind eos— ‚ ksiın 

N k 
möglichst deutlich hervortreten zu lassen, dass unsere Formeln für k=x 


ete. auch bei negativem 4°. Ferner wünsche ich, es 


in die bekannten Formeln der Euklidischen Geometrie übergehen. So be- 
halte ich auch im Folgenden den Factor 4° bei, obgleich ich sonst die be- 
kannten Formeln der orthogonalen Substitution benutzen könnte. 

Wir denken uns ein Coordinatensystem mit dem bewegten Körper 
starr verbunden, ein zweites im Raume fest; die Coordinaten für das erstere 
bezeichnen wir mit S, für das zweite mit x. Dann gelten die Gleichungen: 

(43, | hsı = KayEutauaı + tan, 
| = tat ta... 

Wir stellen die Bedingungsgleiehungen trotz ihrer Aehnlichkeit mit 
den bekannten Gleichungen zusammen: 
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k’a,, u 6 Br r A u ka, + 4, - ”>,-7 (dd R - l; < 
44) ) ana + aa, ++ 4,0, = aya,+aa,, ++ ana, = 0, 
| A, dk A,n@yc | 
pr - +4,40,+°' +0,04. er k* ra,qd, 1 OB Or l oderV . 





Zunächst weisen wir nach, dass die Endlage, welche ein fester 
Körper durch irgend eine Bewegung erlangt, stets durch eine gleiehförmige 
Bewegung erhalten werden kann. Zwar gilt der von Herrn Scheeffer in 
seiner Dissertation (Berlin 1580) für die Euklidischen haumformen beige- 
brachte Beweis auch für die andern häume; auch kann man aus der Ab- 
handlung des Herrn Rosanes im 80. Bande dieses Journals einen Beweis 
herleiten. Dennoch möchte ich zwei andere Beweise beifügen. 

Der erste, den ich nur kurz andeuten will, stützt sich auf das 
Problem: Die Punkte zu suchen, deren Coordinaten in der zweiten Lage 
des Körpers dasselbe Verhältniss haben, wie in der ersten. Setzen wir dem- 


nach: & = wx,, so wird ® aus der Gleichung bestimmt: 


A (L,,, 
dm U) - . 
hi“ k‘ 
(45.) E (w) da, _ Pu DE ze a V, 
Ad, d,, Ba u 


Diese Gleichung ist reeiprok. Sondern wir zunächst die Wurzeln 
+1 ab und bestimmen diejenigen Punkte, welche zu zwei nicht reeiproken 
ka 


> 


nz 


Wurzeln gehören, so ist deren Abstand (Gehören aber x und = zu 


eeiproken Wurzeln, so wird jeder Punkt, dessen Coordinaten er+« .r sind 


und welcher unter der Bedingung 2ae (Kaya, +r,2 +. +r,r ' dem 
7 ® .. . . ‘ . (£ 

reellen Gebiet angehört, durch die Bewegung die Coordinaten eor+ — r 
{13 


erhalten, also derselben Geraden angehören. Indem wir ebenso die mehr- 
tachen Wurzeln untersuchen, weisen wir leicht nach, dass gewisse Haupt- 
gebilde in beiden Lagen in Deckung sind, und stützen darauf den wei- 
teren Beweis, 
Noch einfacher ist folgender Beweis: 
Offenbar ist 
Kasıtazst +2 = Kausta,nci+-+a,ctlan tan) 


— ka. Sta. SH eu 
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Die Determinante der Form 
kKawant ai + +a,0, + (au tan) + — 02 


1 —- (u° 


ist das Quadrat der Determinante E(w), wenn man — — 20 setzt. (Man 


) 

multiplieire, um dieses Produet zu erhalten, E(w) mit einer Determinante, 
welche sich von ihr dadurch unterscheidet, dass statt der Elemente «,, die 
Elemente a, den Divisor #° haben). 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: 

„Alle Punkte, welche in ihrer zweiten Lage von der ersten eine 
vorgeschriebene Entfernung haben, liegen auf einem quadratischen Gebilde: 
jedes derartige Gebilde ist in seiner zweiten Lage in Deekung mit seiner 
Anfangslage. Alle derartigen Gebilde gehören einem Aehnlichkeitsbüschel 
an. Dieser Büschel ist von derselben Art, wie derjenige, welcher dieselbe 
Eigenschaft bei einer unendlich kleinen Bewegung hat.“ 

Jetzt bestimme man diejenige unendlich kleine Bewegung, deren 
charakteristischer Büschel mit dem eben gefundenen identisch ist, und lasse 
bei mehrfachen Wurzeln von E(w)=0 auch die in sich bewegten Geraden 
zusammenfallen; den Kegelgebilden des Büschels gebe man diejenige Ge- 
schwindigkeit o, welche dem für dasselbe Kegelgebilde geltenden Werthe 


ei 0 er s x 
von o nach der Gleichung 0 = cos r entspricht. Die Fortsetzung dieser 


Bewegung führt den Körper in die verlangte Endlage. 

Um die Differentialgleichungen der Bewegung eines festen Körpers. 
auf welchen beliebige Kräfte wirken, zu erhalten, bilde man die Compo- 
nenten der Bewegung nach den im Körper festen Axen, indem man setzt: 

Auda,+t a,,da,, ++ a,,da,, — „dt, 
(46.) au, da 
\ nd ) 
| tz +a,da,+:+a,da,, = u,dt; 


dann ist 
ustrus. = V. 
Das Trägheitsmoment ist eine homogene Function zweiten Grades 
der Grössen «,, und wird erhalten, wenn man die beiden Seiten der Gleichung 


\ . l ® ® ® .. ”.. . 
(38.) mit m multiplieirt und über alle Punkte des Körpers summirt. Haben 


noch die Grössen M,, die am Ende von $ 6 angegebene Bedeutung, so 
kann man die gesuchten Gleichungen in der Form schreiben: 








r 


ıl 


u. 
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d 091 OR | BE. 
r - — ei ) Pr IR -— U (iT AR 
(47 ) dt ou ou h OU: 
e 
d oT “> ol a 
ui a — MU. u Ku WM, ’ 
dt OUıx Olux * Ma: 





wo die Summation nach « auch den Index Null umfasst. 

Mag der Körper frei sein oder mögen gewisse Gleichungen seine 
Beweglichkeit einschränken, immer lassen sich lineare, von einander unah 
hängige Funetionen der « finden, in welchen sich T als Summe von (Qua- 
draten darstellen lässt. Wir betrachten zunächst den Fall, dass keine Be 
dingungsgleichung existirt. Dann wählen wir die Hauptträgheitsebenen zu 
den mit dem Körper verbundenen Coordinatenebenen. Da alsdann die 
lebendige Kraft T in der Form erscheint: 


var ) A, \ wi An 
LT = wlA+ rt Art tun (AtA)t tu 6 
ı \ U . 


so nehmen die Bewegungsgleichungen jetzt die einfache Form an: 





du, kKA—A , I Z 
m N (lu ru, U, Br uU SER 1 
(8\ di Due Me AA 
4 ( .) 
er ae ER: 
-—  — Z— el Hr TH ah t 
dt AAN E | m 1, +4 


Die Integration dieser Gleichungen, selbst für den Fall, 


dass sämmt- 
liche Grössen M,, verschwinden, ist mir bisher nicht gelungen. Eine Reih 
von Integralen ergiebt sich mit ziemlich grosser Leichtigkeit, und bei be- 
sondern Werthen für einzelne Integrationsconstanten ist auch die vollstän- 
dige Lösung nicht schwierig. Bei dem Charakter dieser Arbeit glaube ich 


oO 


jedoch auf diese analytischen Untersuchungen nicht näher eingehen zu 


dürfen, und will daher an dieser Stelle aus unsern Gleichungen nur die- 


Jenigen Folgerungen ziehen, welche aus ihnen ohne jede Rechnung erkannt 


werden. Wir fragen daher zunächst: Wann wird die Bewegung gleich- 
förmig sein, d. h. wie muss die Anfangsbewegung eines festen Körpers 
beschaffen sein, damit sie der Körper, sich selbst überlassen, beibehält? 
Dies wird eintreten, wenn die ersten Ableitungen der Grössen u, 
für £=0 verschwinden, da alsdann die höhern Ableitungen, welche homo- 
gene lineare Functionen der ersten Ableitungen sind, ebenfalls sämmtlich 
verschwinden. Indem wir für den Fall, dass die Hauptträgheitsmomente 
sämmtlich unter einander verschieden sind, die rechten Seiten der Gleichun- 
gen (48.) mit der Gleichung (38.) vergleichen, gelangen wir zu dem Satze: 
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„Für eine gegebene Anfangsbewegung eines festen Körpers, dessen 
Hauptträgheitsmomente sämmtlich unter einander verschieden sind, suche 
man diejenigen Geraden, welche in sieh verschoben werden; geht dann 
durch die sämmtlichen Trägheitsmittelpunkte des Körpers, soweit sie nicht 
etwa in huhe bleiben, eine in sich verschobene Gerade, so setzt der Körper 
die Anfangsbewegung so lange fort, bis äussere Kräfte eine andere Bewe- 
eung hervorrufen.“ 

Man kann dem Satze auch folgende Form geben: 


„Man bestimme den durch die Anfangslage bestimmten Büschel ähn- 
licher Gebilde; wenn die Trägheitsmittelpunkte zugleich Mittelpunkte für 
diese Gebilde sind, so behält der Körper die Anfangsbewegung bei.“ 

Ks scheint mir passend, diesen Satz auf die verschiedenen Arten von 
unendlich kleinen Bewegungen, welche im vorletzten Paragraphen aufge- 
zählt sind, anzuwenden; dadurch erhalten wir folgende Sätze: 

In einer kRaumform von einer ungeraden Zahl von Dimensionen kann 
bei dem Wegfall äusserer Kräfte nur dann die allgemeine Bewegung eines 
festen Körpers, dessen Hauptträgheitsmomente ungleich sind, sich gleich- 


ee u n+1 .. i ; A 
törmig fortsetzen, wenn jede der in sich verschobenen (reraden zwei 


Trägheitsmittelpunkte enthält. 

Hat die Gleichung A =0 keine verschwindende Wurzel, zerfallen 
aber die Wurzeln in Gruppen von «, 9 ... gleichen (etwa @,, 03 ...), SO 
muss diejenige Ebene, welche sich mit der Geschwindigkeit 0, bewegt. 
2«e Trägheitsmittelpunkte enthalten, ebenso dasjenige Hauptgebilde, dessen 
sämmtliche Punkte die Geschwindigkeit og; haben, 2% dieser Punkte 


enthalten u. s. w. 

Ist die Bewegung zu sich reciprok, so wird sie sich beim Wegfall 
äusserer Kräfte gleichmässig fortsetzen. 

Soll in einer Raumform von einer geraden Zahl von Dimensionen 
die Bewegung sieh gleichförmig fortsetzen, so muss ein Trägheitsmittel- 
punkt in Ruhe bleiben; diese Bedingung ist nur dann auch hinreichend, 
wenn die Bewegung, mit welcher die absolute Polarebene des ruhenden 


Punktes in sich verschoben wird, zu sieh reeiprok ist. oder anders gefasst, 


wenn durch jeden Punkt des Körpers eine zweifach ausgedehnte Ebene 
geht, welehe in sich bewegt wird. 


Damit in einer paarig ausgedehnten Raumform die allgemeinste Be- 
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wegung sich fortsetze, müssen die » bewegten Trägheitsmittelpunkte zu je 


zweien auf einer in sich verschobenen Geraden liegen. 

Hat überhaupt bei einer Bewegung das ruhende Gebilde r Dimen- 
sionen und hat die Gleichung A=0 in o° ausserdem die Gruppen von 
y, 0... unter sich gleichen Wurzeln, so müssen r+1 Trägheitsmittelpunkte 
in Ruhe bleiben, 2y sich geradlinig mit der Geschwindigkeit o,, 20 ebenso 
mit der Geschwindigkeit 0, u. s. w. bewegen. 

Es verdient beachtet zu werden, dass die zu sich reeiproke Bewe- 
eung, obwohl sie allgemeiner ist als die Parallelverschiebung des Euklidi- 
schen Raumes, doch alle eharakteristischen Eigenschaften derselben besitzt. 
Ebenso mache ich darauf aufmerksam, dass es in einer Lobatschewskyschen 
Raumform und ebenso (bis auf eine nachher zu erwähnende Ausnahme) in 
einem paarig ausgedehnten endlichen Raume keine Bewegung giebt, weiche 
sich bei völlig beliebiger Lage des festen Körpers gleichmässig fortsetzt. 
wie es die Parallelverschiebung eines jeden Euklidischen Raumes und die 
zu sich reeiproke Bewegung einer unpaarig ausgedehnten endlichen kaum 
form thut. 

Wenn die Hauptträgheitsmomente in Gruppen von &, ©... unter 
einander gleichen zerfallen, so giebt es eine («—1)-fach ausgedehnte Ebene, 
von welcher jeder Punkt Trägheitsmittelpunkt ist u. s. w. Soll dann in 
Kir 


ö ti d 
der Gleichung (48.) jedes £ > 
i ( 


ungleichem « und 5 in der Gleichung (38.) die Coefficienten derjenigen 


fir {= 0 verschwinden, so brauchen bei 


”,&%,; nicht zu verschwinden, für welche A, und A, derselben Gruppe an- 
gehören. Es zerfällt daher die rechte Seite der Gleichung (38.) in Gruppen. 
von denen eine nur e, eine zweite nur { Variable enthält u.s. w. Die 
Bedingung, dass eine Bewegung sich fortsetzt, besteht also jetzt darin, dass 
in jedem (e—-1)-fach ausgedehnten Hauptgebilde, welches lauter Trägheits- 
mittelpunkte enthält, e Punkte liegen, welehe in gerader Linie bewegt werden. 

Wenn endlich alle Trägheitsmomente einander gleich sind, so setzt 
sich jede Bewegung des Körpers so lange fort, bis äussere Kräfte eine 
andere Bewegung hervorrufen. 

Nachdem so diese Frage ganz erschöpfend behandelt ist, wollen 
wir einige Bedingungen erwähnen, unter denen alle Fortsetzungen einer 
Bewegung derselben (linearen) Gruppe angehören. In dieser Beziehung 
gilt der allgemeine Satz: 

„Wenn die Anfangsbewegung eines Körpers eine Ebene (Gerade 
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oder Punkt) in sich verschiebt, gegen welche das imaginäre Bild des Körpers 
(und damit jedes zu ihm eonfocale Gebilde) symmetrisch liegt, so wird die 
Fortsetzung dieser Bewegung beim Wegfall äusserer Kräfte dieselbe Eigen- 
schaft beibehalten.‘ 

Bleibt also bei Beginn der Bewegung ein Trägheitsmittelpunkt in 
Ruhe, so besteht die Bewegung fortwährend in einer Drehung um denselben 
Punkt; wenn eine Gerade, welche zwei Trägheitsmittelpunkte verbindet. 
bei Beginn der Bewegung in sich verschoben wird, so bleibt diese Gerade 
fortwährend in Deekung mit ihrer Anfangslage. 

Mit dem letzten Satze steht folgende Bemerkung in engem Zusammen- 
hange. Wenn der Zwang, der auf einen Körper wirkt, darin besteht, eine 
der bezeichneten Ebenen in Deekung mit ihrer Anfangslage zu halten, so 
ist beim Wegfall äusserer Kräfte die Bewegung genau dieselbe, als ob 
der Körper frei ist und nur die Anfangsbewegung der gestellten Bedin- 
gung genügt. 

Unter den verschiedenen Arten einer nicht völlig freien Bewegung 
ist die Drehung um einen Punkt am wichtigsten. Wir wählen den festen 
Punkt zum Anfangspunkte (1,0,...0) eines Weierstrassschen Coordinaten- 
systems und die stationären Trägheitsebenen des Punktes zu den Ebenen 
2, ... @,. Dann nehmen die Bewegungen die Form (48.) an, wenn man in 
ihnen jedes «,, und M,, gleich Null setzt und unter den A, nicht mehr 
die Hauptträgheitsmomente, sondern die stationären Werthe versteht, welche 
das Moment für die durch den festen Punkt gelegten Ebenen annimmt. 
Auch bei beliebigem anderm Zwange behalten die Bewegungsgleichungen 
diese Form bei, nur ändern die «,, und M,, in etwa ihre Bedeutung. 

Braunsberg, im Januar 1884. 

Bemerkung. Krst nachträglich ist es mir möglich geworden, die 
Arbeit von Clifford einzusehen: On the free motion under no forces of a 
rigid system in an n-fold Homaloid (Proc. of the London Math. Soc. VIII 


67). Darin sind bereits für einen in einer endlichen Raumform bewegten 
Körper, auf den keine äussern Kräfte wirken, die Gleichungen (48.) ent- 
wickelt. Wenn Clifford aber behauptet, diese Gleichungen könnten durch 
einfache 9-Quotienten integrirt werden, so hat er zu bemerken vergessen, dass 
dieser Lösung, welehe nur bei bestimmten Anfangsbedingungen möglich 
ist, der Charakter der Allgemeinheit fehlt. 

Braunsberg, Oct. 1884. 
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Flächenerzeugung durch Krümmunsgslinien. 


(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


# \ enn eine Curve C sich so bewegt, dass sie in jeder ihrer 
Lagen Krümmungslinie der erzeugten Fläche bleibt, so bilden die Nor 
malen der Fläche längs dieser Linie in jeder Lage derselben eine ab- 
wiekelbare Fläche, deren Wendecurve eine Evolute der Curve € ist. Diese 
von den Normalen der erzeugten Fläche umhüllte Evolute der Curve € kann 
entweder in allen Lagen eine und dieselbe sein, oder sich bei der Be- 
wegung ändern. Dieses Letztere kann nur dann geschehen, wenn die eı 
zeugende Ourve C eine ebene Curve ist. 

2. Bleibt eine Raumeurve Krümmungslinie der von ihr erzeugten 
Fläche, so bleibt sowohl ihre Evolute, welche von den Normalen der Fläche 
umhüllt wird, als die Axe der Bewegung immer eine und dieselbe; auch 
hat die Winkelgeschwindigkeit zur Gleitungsgeschwindigkeit ein constantes 
Verhältniss. Dabei bewegt sich die Evolute so. dass die Geschwindigkeit 
jedes ihrer Punkte senkrecht auf derselben steht. (Eine Ausnahme findet 
nur für die sphärischen Curven statt; denn sie bleiben bei einer beliebigen 
Bewegung auf der Kugeloberfäche Krümmungslinien derselben.) Die Glei- 
chungen dieser Evolute sind folgende: 

z=Yg (0).c086, y=Yy(6).sind, es =(.y(), 
(wo (6) eine beliebige Funetion von # ist und „'(#) ihre Ableitung), und 
Jede Evolvente dieser Curve hat die Eigenschaft, bei ihrer Bewegung um 
die s-Axe Krümmungslinie der von ihr beschriebenen Fläche zu bleiben. 
Die so erzeugte Fläche hat die Gleichungen: 
z=wucos», y=ausinv, 23=ko+flu). 
3. Die ebene Curve 
co8’gY 

41—Beos Yy 


k "  eosqgde 
En. -b singp / Bei y’ ) 


(0.) 


5 sing cosg 


1--Beosa 


cosqdi 
y=b- nn 





+b(B— cos y)/ er Ten. 
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bleibt Krümmungslinie der von ihr erzeugten Fläche, wenn sich ihre Ebene 
so bewegt, dass die x-Axe Hauptnormale einer Curve bleibt und die y-Axe 
Tangente derselben Curve. Diese Leiteurve ist nur der Bedingung unter- 
worfen, dass ihr erster Krümmungsradius constant sein soll. Die Fläche, 
welche bei dieser Bewegung der Curve («.) erzeugt wird, hat folgende 
Gleichungen: 


‚s 


Ä= of ds+ vyrc+aey, Y= b/ £ ds+oßz+ßy, 7 = b/ - ds+oy'z-+yy, 


% % 


worin «, %, y Funetionen einer Variablen s sind, welche nur die Bedingung 
e+ß°+y’=1 zu erfüllen brauchen; «', ?', y' sind ihre Ableitungen; auch 
ist zur Abkürzung gesetzt 

ua: aß" + y”; 


0° 


x und y haben die Werthe («.). 
4. Die Curve 
1 ; 1 \ "dp 
x = —, (asnp—bcosp), y=——(acosp- bsinp—bf ) 
zg (asinp m 9--3 Prbeny b 
erzeugt eine Fläche, auf der sie stets Krümmungslinie bleibt, wenn eine 
durch die y-Axe hindurchgehende und auf der Ebene der Curve senkrecht 


stehende Ebene eine beliebige Cylinderfläche stets berührt. Die Winkel- 


ine ., do . ” ; : ur 
geschwindigkeit —y um die Berührungslinie soll mit der Gleitungsge- 


... ., dp a Eu b 
schwindigkeit Zr, durch die Gleichung verbunden sein “= =—R,woR 


den Abstand der Berührungslinie von der y-Axe bedeutet; auch soll die 
Berührungslinie parallel zur y-Axe bleiben. 
9. Jede ebene Curve bleibt Krümmungslinie der von ihr erzeugten 
Fläche, wenn ihre Ebene auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche rollt. 
6. Der Kreis hat noch die in Rede stehende Eigenschaft, wenn 
eine durch seinen Mittelpunkt gehende und mit ihm fest verbundene Ebene, 
auf der er senkrecht steht, auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche rollt. 


I. 

Man denke sich eine Curve in einer beliebigen Bewegung. Die 
Geschwindigkeiten ihrer Punkte sind jeden Augenblick identisch mit denen, 
welche die Bewegung um eine gewisse Axe (die sogenannte momentane 
Axe) hervorbringen würde. Seien also: 








n 
It. 
1m 


e, 
It. 
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u Ehre EI 
(1.) p 4 r 


die Gleichungen der momentanen Axe zur Zeit # in Bezug auf ein reeht- 
winkliges mit der Curve fest verbundenes Coordinatensystem; dann sind 


3 die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes (eyz) der Uurve fol- 
| genden Grössen proportional 
y-0 z—R z-R r-P z—-P y—oO 
do+pdg. do+gdy. do+rdg; 
q r r pP p q 


do und dp sind die Elemente der Bewegung um die momentane Axe wäh- 
rend des Zeitmomentes dt. 

Soll nun die Curve Krümmungslinie der von ihr erzeugten Fläche 
bleiben, so müssen die Geschwindigkeiten ihrer Punkte senkrecht auf den 
Tangenten einer von ihren Evoluten stehen, nämlich die Geschwindigkeit jedes 
Punktes muss senkrecht stehen auf der durch denselben Punkt hindurch- 
gehenden Tangente der Evolute. Bezeichnet man also mit x’y'z' die Coor- 
dinaten des Punktes der Evolute, welcher dem Punkte xyz der Curve ent- 

| spricht, so findet man folgende Bedingungsgleichung 
| z-P y-OV z-R 
| (2.) p q r \do+jp(@—-z)+g(y—y)+rl@—2)dp = 0. 


z-ıe y-y »%—2 


Nun sind aber alle Evoluten einer Curve C enthalten in den Formeln * 
(3.) [a = atos+tohtang(r+g), y=ytontou.tang(+g). 


2 = 3+0C+or.tang(T+g), 


wo jede Evolute einem bestimmten Werthe von g entspricht. (7-+g ist der 
Winkel, welchen die Tangente der Evolute mit der Hauptnormale der 
Curve bildet.) Folglich wird die Bedingungsgleichung 


z-P y-® 3-R 





pP q r. |+(ps+gn+r2) = 
\ ”’ dw 
(43:73 , { > 
z-P y-O z-R 
3 r p 1 r |-+(pi+gu+rv) ei. tang(7+g) = 0. 
E > de N ' 
/ u ) 





*) Serret, Cours de caleul differentiel p. 436. Deuxicme edition. 


7“ 
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ern f BL d 
In dieser Gleichung sind die Grössen p, q. r, P, Q, R und Z Fune- 
n 2 () 


tionen der Zeit £, während die x y z2,<n{C, 4 u v und r nur von 


dem Areus s der Curve abhängen. Was die Grösse g angeht, so ist sie 
eine Uonstante, wenn die von den Normalen der Fläche umhüllte Evolute 
immer dieselbe bleibt; sie hängt aber von der Zeit ab, wenn sich die Evolute 
mit der Zeit ändert. Ich werde nun zeigen, dass, wenn g von der Zeit 
abhängt, die erzeugende Curve eine ebene Curve ist. Zu dem Ende sei 
zur Abkürzung gesetzt 


z—-P y-O z:-—-R z—-P y—-V z—R 
/ dp de 
p 1 r  +(=pe) > A, pP q r \+(2p$) 2 b, 
164 bi} Y S N, “ 
z-P y-OQ0 z-R 
rc 
p q r  +(Zpi) I —_ ‚„ und tangı+g)=v. 
dw 
4 u v 


Dann erhalten wir, indem wir nach s differentüren (mit Hülfe der bekannten 


Formeln) 

oA do | 

-—— = Bm, m= ——=—, 

os ds 0 

oB ’ dr | 

— = -— Am -Un-Zp4, „= —_— 

os P%; ds r* 

°C a 

— —= Bn+2; 

Os PS; 

ov Zah g 

ös =— n \ l u J 

o(Lpe) „u. SEE I ö ce(ZpA) o 

el ——— >” - BER RER A A, 5 b a Ze u u oe / - 
2 — möns, = - m>pa—nZpü = = nZps. 
08 P>: os } P*, os P> 


Nun nimmt die Bedingungsgleichung (4.) folgende Form an 

5) B+4eC=(0, 
und wenn wir sie wiederholt nach s differentiiren und die vorhergehenden 
Gleiehungen beachten, so bekommen wir folgende Gleichungen 


(: u 0 

(6.) Am+Zpi—ve.>2ps = \, 

E45 oA(m — mnvo)+Bm-+v.2pa = (, 

(8) 0’ A(mm"— m" —m’n’— me (mn) )+2B(m’— mne)— Cmn+n.Zpe = 0. 


Diese Gleichungen sind von der Form 
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A(av+f)+B(be+h)+C(cev-+k) 
+(Hoe+O)Zpa+(Moe+N)Spi+(Ev+Z) Ep: = 0, 
wo die Coeffieienten a, b, c, f, h, k, H, ©, M, N, E, Z unabhängig von 
der Zeit sind. Wenn man nun diese Gleichung nach s differentiirt, so 
findet man folgende 
Ala,ve+f)+B(b,ve+h)+C(ee+k,) 
+(He +9 )Zpa+(M o+N,)Zpi+(E,e+Z)Zp: = VW. 

Hierin werden die neuen Coefficienten a,, fi, ... durch die alten a, f, 
mittelst folgender Gleichungen gegeben: 

(&) 


| a =a-mb—nf, b,=b+(c—h)n+tam, = e—(b+K)n, 


I = f+na—mh, h,=h+mf+n(b+h), k,=k'+(c—h)n. 





H, = H—-nO-—mE, 9, = ' +nH-—mZ, 
(€.) M, = M-b—-nN-—nE, N = N+nM-h-nZ, 
EÄ,=E+c+mH+nM-nZ, Z = Z+k+mO+nN-+nE. 


Daraus folgt, dass man aus der Gleichung (8.) durch Differentiirung 
erhalten wird 
9) Alae+f)+Bflbe+h)+Clee+k)+(He+9)FEpe+(Mv+N)Epi = 0, 
10.) [| Algo +f)+ B(b,o+h,)+C(ev+Kk,)+ (H;v+0,) Zpa + (M,0+N,) Ep) 
+(E,0+Z,)Ep8 = 0, 
und die Coefficienten a, fi, --. @&, fi, -.. können durch die Formeln («. 
und (e.) gefunden werden. 

Eliminirt man nun aus den sechs Gleichungen (5.).... (10.) die sechs 
Grössen A, B, C, Zpe, Zpi, ps, so findet man für © die Gleichung 


0 1 © 0 v 0 
m 0 () 0 | _—  ) 
o (m — mnev) m 0 © 0 () h 
; ac-+f be-+h — mm n 0 v 
: | ac-+f, be+h, avc+k Hec+®© Me+N, 0 


0+ fi be+h, »0+k, H,e+0, M,c+N, E,v+Z, 
Das erste Glied dieser Gleichung ist eine ganze Funetion von v vom 
sechsten Grade, und da die Gleichung für alle Werthe von s und £ gelten 
soll, und die Variable £ nur in » enthalten ist (wenn g keine ÜConstante 
ist, sondern sich mit der Zeit ändert), so folgt, dass sie für alle Werthe 
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von s und ® gelten muss. Wenn man also die Determinante nach » ent- 
wickelt und in die Form bringt 
P,+ Pe+P,;v’+P;0’+---+ Pr”, 
so müssen alle Coefficienten P,, P,, P;. ... gleich Null sein. 
Nun ist aber (wie man leicht aus der Determinante findet, indem 


man o =() setzt) 
P, = nom Z,(k,+m6O),), 


oder, wenn man nach den Formeln (e.) und (e'.) die Coeffieienten Z,, k.. ©, 
berechnet, 
P, = 15e(nm‘)'. 

Folglich ist am =, d. i., entweder »=0, oder !=0. Istz=0, so ist 
die Curve ebene Curve; sei also m =0, d.h. e = constant; dann geben die 
Formeln (e.) und (e.) 

k=0, N=09, 2=0 fe, him, mn, = dm, 
und der Coeffieient P, wird aus der Determinante berechnet 
c+mH, AM, 
k,+mO, N,+E, r 


Man findet nun aus den Formeln (e.) und (€.) 


PS 


= ödmn, M, = 2mn, k,= (mn’—mn', N,= 6mn‘, 
H=-—n. 9, =n —n, E, = 4mn’: 
folglich ist 
2mn’ 2mn 


P, = ‚\.# = 8m’.n‘.n’, 
Gmn’ 10mm‘ 


und da P,=0 sein soll, so folgt » = 0; dann sind m und » beide constant, 
und die Gleichungen (7.) und (8.) geben durch Elimination von Zp« 
— 2bmnmv = 0, 

woraus B=0 folgt. Diese Gleichung aber drückt weiter nichts aus, als 
dass die Geschwindigkeit jedes Punktes der Curve senkrecht auf der Haupt- 
normale steht. Es bleibt also die Curve auch eine geodätische Linie der 
von ihr erzeugten Fläche; sie ist aber auch eine Krümmungslinie, folglich 
ist sie eine ebene Curve. Wir schliessen also: Wenn sich die Evolute mit 
der Zeit ändert, muss die Curve eine ebene Curve sein. 

Wir haben danach zwei Fälle zu betrachten: im ersten Falle wird 
die erzeugende Linie als Raumeurve vorausgesetzt, im zweiten wird sie 
als ebene Curve angenommen. 








m 


ist 
ie 


Nt, 


als 
pt- 
ler 
ich 
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sie 





Hazzidakis, Flächenerzeugung durch Krümmungslinien. 


Il. 


Raumcurven als Krümmungslinien. 


Die Bedingungsgleichung (2.), welche die erzeugende Curve erfüllen 
soll, wird jetzt einfacher, wenn man sie auf die Evolute überträgt, welche 
von den Normalen der Fläche umhüllt wird, da jetzt diese Evolute bei der 
Bewegung unverändert bleibt (der Fall, wo diese Evolute ein Punkt ist, 
wird nachher betrachtet). In der That, wenn man die Coordinaten x y z 
der Curve durch die zur Evolute gehörenden Grössen ausdrückt, 
2=. re, yay-—.f, 3= 3 —s.y 


\ 


z-P y-O z-R 
(11.) p q (EEE 0 


’ da 


und ihre Werthe in die Gleichung (2.) setzt, so findet man 


! u n 
14 /7 „ 
[8 er f} 


Diese Gleichung drückt aus, dass die Geschwindigkeit jedes Punktes x y' z 
der Evolute seukrecht auf derselben stehen soll. Auch ist diese Bedingung 
hinreichend; denn, wenn sich die Evolute auf die genannte Weise bewegt. 
d. h., wenn die Gleichung (11.) gilt, so lässt sich leicht für die Curve die 
Gleichung (2.) herleiten. Die Gleichung (11.) lässt sich in die Form setzen 


12) He+kp+Ay+pe Id -yy)+ger—- Fe )+rlya—a PP) = 0, 
wenn gesetzt wird 
dy ‚ N dq Ä dy 
H= —(Or—Rg), A=« — (Rp—Pr d=r — (Pg-O 
r de V 1): 1 dev y [ EL des [ Fi 


In dieser Gleichung sind die Grössen /T, A, A,p, g. r Funetionen der Zeit t. 
während die @', P', y, 3P-yy, «y—ze«, ya—zx'p?' nur von dem Arcus 
s der Curve abhängen; eine solche Gleichung zwischen Functionen zweier 
Variabeln, die unabhängig von einander sind, zerspaltet sich bekanntlich 
in? @ = 6) lineare und homogene Gleichungen mit eonstanten Coeffieienten 
zwischen den Grössen /T, A, A, p. q. r und in 6—i ähnliche Gleichungen 
zwischen den «', $', y', #P’-y'y', &y-—-z«, ya—ır'?. 
Die Anzahl öi kann nicht gleich 6 sein; denn dann müssten alle 
HI, K, A, p, q,. r gleich O0 sein, was unmöglich ist. 
ı =D, 
Wenn ö=5 ist, so lassen sich dieselben Grössen mit Hülfe von einer unteı 
ihnen ausdrücken, die ich mit g bezeichne: es ist also 
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I1=ag, K=bg, A=o, p=49, q=Bg, r=Ug, 
und die Bedingungsgleiehung (12.) wird alsdann 


a 


(13.) A BC tac+bP+o =, 


welches die Differentialgleichung der Evolute ist. 

Da aber die Verhältnisse der Grössen p, q. r constant sind, so folgt. 
(dass die Riehtung der momentanen Axe eine und dieselbe bleibt, und wenn 
man die z-Axe parallel mit dieser Richtung nimmt, so ist p=0, q=V 
mithin auch . — const., = — eonst. und 4 4» = — eonst.; folglich 
sind auch die P, 0, R constant. Hieraus folgt, dass in diesem Falle die 
Axe der Bewegung unverändert bleibt, und die Winkelgeschwindigkeit 
= zur Gleitungsgeschwindigkeit > ein eonstantes Verhältniss hat. 

Nimmt man die Axe der Bewegung als z-Axe, so wird 

p-V- ud Fe PH ME 
also ist A=0, B=0, a=0, b=V0, und die Gleichung der Evolute wird 
CPar—ey)=ey oder C(ady—y' dx) = cdg. 
Man führe nun Si ein 2 =rc0s6, y =rsind; dann wird die 
Gleichung der Evolute: 
Crd4d=cdz, also cz = Ofrao, 


und da r eine beliebige Funetion von # sein kann, so kann man setzen 
= Yy (6); dann findet man folgende Gleichungen der Evolute 
z = yp(Ö).cosd, y=Yyp(6).sind, cz = C.y(0). 
Jede Evolute dieser Curve hat die betrachtete Eigenschaft, wenn sie sich 
um die s-Axe bewegt. 

Um jetzt die Gleichungen der erzeugten Fläche zu finden, bemerken 
wir, dass bei der Bewegung alle Punkte der erzeugenden Curve Schrauben- 
linien mit gleicher Höhe erzeugen; folglich ist in jedem Punkte der Fläche 

r=ncose, y=asine, 2= ko+flu). 


Da die Ausdrücke E, F, @, D, D’, D" dieser Fläche (nach der Gaussischen 


sezeichnung) nur von a abhängen, so ist die Differentialgleichung ihrer 


INrüimmungslinien von der Form: 
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Adu’+2Bdude-+Cde — 0. 
worin A, B, € Functionen von «a sind; also sind die Gleichungen dieser 
inien von der Form e = o,(w)+C, v = 0,(u)+(C', woraus erhellt, dass jede 
4 \ ’ \ b) f 
Reihe der Krümmuneslinien verschiedene Lasen einer und derselben 
4 > = 
(Curve darstellt. 

i—=4. 


Wenn die Grössen //, A, A, p, q, r der Gleichung (12.) durch vier lineare 


und homogene Gleichungen verbunden sind, so kann man sie mit Hülfe von 
zweien unter ihnen ausdrücken, die ich mit g und h bezeiehne; es ist also 
I= ag+talh, K=bg+bh, A= cg+ch, 
p=4Ag+Ah, qg=Bg+Bh, r=Üg+Ch, 


und die Bedingungsgleiehung zerspaltet sich in die zwei folgenden 


! 4 ! ! ! ! 
ze y R 2 y . 
A B 4r® Daa' —=(), A B' e = Da = U, 
ee, y ep y 
woraus folgt 
ge’ y' z' g' y' g' 
A B C+Za=0, A B Oy+zZad=0. 
| n 27 er f ce 
u S 1, - 


Entwickelt man nun diese Gleichungen nach den Cosinus, so nehmen sie 
folgende Form an 

enter =0, fi +Pf +yYfh=0 
und 

f j ! “.! a “ : In ı Sal qm 

p rn +6; — VÖ, sfh+ N fi +6ß -— 0), 


und die Cosinus a d'y, so wie auch die &n’{, werden den drei Grössen 


/ 
pP 9% Ip pı P: 
hr 6 hf h PR 
proportional sein. Wären nun diese Grössen von Null verschieden, so 
würden die Cosinus «@'?’y' gleich den &’7’T sein, d. i., die Tangente würde 
mit der Hauptnormale zusammenfallen, was unmöglich ist: es muss also sein 
pr %3 ae 3; 9ı Re‘ Yı 9%: u 
BP Ma | PR 
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Diese Gleichungen lassen sich in die Form bringen 
I.2+2(2aA— Fa A)+AFaa)— A (Far)+be—b'e = 
(14.) I.y+y(ZaA— Fa A)+B(Za'r)— Bar) + ca'— ca 
4.3 +3(2aA— Fa A)+C(Zac)— CO (Zar) +ab'—a'b 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird 





ee 
BB Cu d, 
AB c 
Multiplieirt man nun diese Gleichungen der Reihe nach mit 
B _£ er 
3? .€C e.#& 
und addirt, so findet man die Gleiehung 


S+AÄIZaA—- Fa A)+Z(be—-be)\(BÜ-B'C) = 0. 
Hieraus sieht man, dass ./ eine Uonstante ist; es sind also die Gleichungen 
14.) vom ersten Grade; folglich ist die Evolute eine gerade Linie. Da 
aber keine Curve eine geradlinige Evolute haben kann, so folgt, dass die 
Autgabe in diesem Falle keine Lösung hat. 


Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass sich die Evolute der erzeu- 
eenden Raumeurve, welche von den Normalen der Fläche umhüllt wird, 
nicht in einen Punkt zusammenzieht (was nur bei sphärischen Curven ge- 
schehen kann), sondern eine Linie ist. Diesen besonderen Fall werden wir 
jetzt betrachten. 

Da die Normalen der erzeugten Fläche, in jeder Lage der Raum- 
curve, alle in diesem Punkte zusammentreffen müssen, so haben wir jetzt 
die Bedingung 


z—-P y-O z-R 


r  +(pe+gqy+rz) 7 = () 
2 
oder 


OR 


dp 
= (petqytrz) ,; 


’ 
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das ist 
x(Or— Rq—p- 


Wenn nun zwischen den xyz keine lineare Gleichung stattfindet, so müssen 


N Ly(Rp—Pr-q a4 )- | Pq-0p N ) = 0. 


da de de 


ihre Coefficienten alle gleich Null sein, d. h. 


(&) Or-Rg=p SE Rp-Pr=qg57, Pg-Op=r“! 


de do ' 


2 ’ „dp 
Daraus folgt (p’+g’-+r”) - 


wegung keine Gleitung stattfinden, sondern bloss Drehung um die momen- 


—=0, also de =0, d.i., es muss bei der Be- 


tane Axe. Die Gleichungen der momentanen Axe werden jetzt wegen der 


Gleichungen (&.) 


p q er 
d. h. die momentane Axe geht immer durch den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten, und da nur Drehung stattfindet, so bleibt dieser Punkt unbewegt. 
Die Bewegung ist also der Art, dass die sphärische Curve sich auf der 
Oberfläche der Kugel bewegt; es ist aber jede Curve auf einer Kugel- 
oberfläche Krümmungslinie dieser Fläche. 
Wenn zwischen den zyz eine lineare homogene Gleichung existirt, 
so ist die Curve eine ebene Curve und zwar ein Kreis. Den Fall der 
ebenen Uurven werden wir jetzt betrachten. 


Il. 


Ebene Curven als Krümmuneslinien. 


Nimmt man die Ebene der Curve als zy-Ebene, so it 3=0, y=V\, 
<=0, A=0, u=0, v=1, und die Gleichung (4), welehe ausdrückt, dass 
die Curve in allen ihren Lagen Krümmungslinie der erzeugten Fläche ist. 
wird jetzt 

15.) IHI5+Kn+(A-py+ge)e+r(ys—-an) = Q. 
Damit nun diese Gleichungen für alle Werthe von s und ? gelten, muss 
zwischen den /T, A, Av, pe, ge, r eine gewisse Anzahl ö linearer homo- 
gener Gleichungen stattfinden. Ist diese Anzahl ö gleich 6, so müssen 
alle sechs /T, X, ... gleich Null sein, und da p, g, r nicht alle drei zu- 
gleich verschwinden, so muss sein 


II=-V, K=-V v=0(O. r=(, 
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1 a 
dıp dy 3 

p- -+Rq=V(, —- — Rp=0, also dpo=0, R=%. : 

I dw Be ni dev p r E 

Die momentane Axe liegt also stets auf der Ebene der Gurve, und es findet 3 


keine Gleitung statt; daraus schliessen wir, dass die Ebene der Curve auf 
einer beliebigen abwickelbaren Fläche rollt. Die erzeugende Curve bleibt 
alsdann beliebig. 

= 
Wenn die Anzahl i gleich 5 ist, so lassen sich die Grössen /T, X, ... mit 
Hülfe von einer unter ihnen ausdrücken, die ich mit g bezeichne. Sei also 


— MM » m — > D Y = 
(0.) N1=.a9, K=dbg, Arco, pe=Ag g=Bga, r=Ca. 4 
Setzen wir diese Werthe in die Gleiehung (15.) ein, so kommt ® 
(16. as+bn+c—Ay-+Bzxs+C(yi-ın) = 0, 
welches die Differentialgleichung der erzeugenden Curve ist. Um diese ) 
Gleiehung zu integriren, bezeichnen wir mit g den Winkel, welchen die ; 
Tangente der Curve mit der z-Axe einschliesst: dann ist 3 
dx dy ‘ i : 

2 = 6089, P=—- =sing, >-Ssinp, N7= 0089, 
ds / l ds I: - f: / f } 
und die Gleichung der Curve nimmt folgende Form an i 
CR. — asinp+becospg-+ ce— Ay+Bxz— C(ysing-+zxzcosy) = 0 I 
2 ua A AFTIRTUN DECBSP) ä 
Nun ist aber für eine beliebige ebene Uurve Ä 
zsinp—yeosy=d,  TCOsy+ysinp = d), E 
(18.) oder E 

2 | . 1 ! . 
| 2 —=0d sıng+ d cCo8Y, Yy=- Ö sın g— ÖCosy, 

wo d den Abstand des Anfangspunktes von der Tangente bedeutet), und h 
wenn man diese Werthe der z, y in die Gleichung (17.) einsetzt, so findet 4 
man für d folgende Differentialgleichung 2 
0 (—Asing+Beosp—C)+Jd(Acospy+Bsing) = asinp—bcosp—e. : 
Es sei nun zur Abkürzung gesetzt E 
= Asinpg—Beosy+(C, m= asinp—beosp-—c, : 
dann kommt g 


W—-ld = —m, 


Au nn ı/3 dy F 


tolelich ist 








dl 


er 











also 18t 
asıny — beosg u 


DD u (A + Csing)f 


2 asıny — bcosg C 


(Asing —Becosy-+Ü 
119.) 


y= (Ceosy -B) / 





(Asing Beosy } U)" 


womit die Curve bestimmt ist. 
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dp —CosYy 


dp— sing 


asıngy 
Asınpg — 
asıny 


Asing 





beosq . ” 


Bcosgy 4° 


beosg + 
Beosyq (' 


| ler 


Berechnet man noch den Krümmungsradius o der Curve, nach « 


hekannten Formel 
0 = 0-+Jl.. 


so findet man 
m' "md 
0= — - cf 4 
% l /° 
also 
do Cm — Im’ +- m’ l 
dy % 
u h . i Er nn : + 
welehe Gleichung die Form annimmt 
- do Aa +Bb+ (re 
(20. ) > 
dy N 


Um jetzt die Bewegung der Curve (19.) zu bestimmen, bei der 


sie Krüm- 


mungslinie der erzeugten Fläche bleibt, bemerken wir, dass bei einer be- 


liebigen Bewegung der Curve und des mit ihr fest verbundenen Axensystemes 


or, OY, 02, foleende Bewecrunesgleichungen in Bezug 
dinatensystem 0X, OY, OZ) gelten: 


» 


21.) AÄ=n,t+€&r: ay-+i2, Y= yu,tnc+pPy+ u, Z 


) 


auf ein 


- « 
u 


Te an (.00Y- 


Er YUHrI 
- ;Y 


Hierin sind de © n{&, «a Py, k u v die Richtungseosinus der Axen 


/ j > 


07, 0y, 03 zur Zeit £ in Bezug auf das feste System OA, OY, OZ;: x. Yu. 3 


sind die Coordinaten des Anfangspunktes o und X, Y. 


des Punktes zyz ebenfalls zur Zeit £. 


Die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes zyz, in Bezug 


Z die 


( oordınaten 


> 


—_ 


auf die Axen ox, oy, oz, sind bekanntlich folgende (mit dt multiplieirt 


= Sde,—ry+g2, Zede,—ps+re, Zidr 
wo 


p= Zodi. q= Ads, r= ZSde. 


Da die Grössen p. g, r den Cosinus der momentanen 


Axe 


—-ge+pY, 


in Bezug auf 


die Axen ox, oy, 03) proportional sind, so kann man sie als identisch mit 


den gleichnamigen Grössen ansehen, welehe in den Gleichungen (1.) der 


momentanen Axe vorkommen. Auch die Summen Ffdr,.. Zedr. Nidr 
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sind identisch mit den Grössen /T, A, A, weil sowohl diese als jene, dureh 
dt dividirt, den Componenten der Geschwindigkeit des Anfangspunktes 
gleich werden. 


Nun soll aber die Bewegung der Art sein, dass folgende Gleichungen 
stattfinden 


6) DIN=ag K=bg Av=cg, pe=Ag, ge=Bso, 
Diese Gleichungen können eine einfachere Form annehmen. In der "That 
erhält man aus der vierten und fünften 


r=(g. 


d.i. die momentane Axe bleibt stets einer Ebene parallel, welche auf der 
Ebene der Curve senkrecht steht. Nimmt man diese Ebene als zy- Ebene, 


so istp=0, also A=0, und die Gleichungen der momentanen Axe wer- 
den jetzt 


FRE: P, y— Od 
1 
[st nun r von Null verschieden, so kann man r=g annehmen, also C=1 
setzen. (Der Fall, wo r=0 ist, wird nachher betrachtet.) Dann werden 
die Gleichungen der momentanen Axe 


b 
z=P, y- i zta=(. 


- 
DB — 


Diese Gleichungen zeigen, dass die momentane Axe die Gerade y+a=V0, 
0 stets schneidet; wird diese Gerade als z-Axe angenommen, so wird 


a=0, 0=0, R=0, also auch /7=0; alsdann werden die Gleichungen 
bz 
der momentanen Axe 2 =P, y— 


0, und die zwischen den sechs Fune- 
tionen der £ gesetzten "Gleichungen (9.) werden jetzt 


H=V0, Kb, 


A,=o, 2=%d, 
Die zweite und dritte geben nun 


ge = br. 


d 
B m: +Pv=br, v u Pi Ce: 
de : 


dw 
daraus folgt 
bv’— Be 
a.) Po 


dp _ (c-+bB)v 
B’+v’ 


da B’+ev 


Die verschiedenen Lagen, welehe die momentane Axe (in Bezug auf die 
mit der Curve verbundenen Axen) einnimmt, bilden eine geradlinige Fläche. 
deren Gleichung man leicht findet, wenn man die Grössen e und P zwischen 
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den Gleichungen der Axe und der ersten Gleichung (22.) eliminirt; sie ist 


folgende 

bx(y+z) = bbz-.cy‘. 

Setzt man nun z+o statt x, so kann man die Uonstante o so be- 
stimmen, dass diese Gleichung von der Form wird 
Bz(y+2)=bBz oder xz(y+z)=bz, 

d.i. man kann e= 0 annehmen. Dann werden die Gleichungen, welche 
die Bewegung der Curve erfüllen muss: 

H=9, Zub, A=-0% 
oder 


bv’ dy bbv 


? — — () > Bus 
h e ’ f 1” B’ ’ de „et ßB’ 


p=V, w Br. 


Die letzte Gleichung giebt e als Function von f; die übrigen geben 
ee, dt, Zads, = br, Zide,=UV, 
\oder 
(23.) de, =bra, dy,=brß, da,=bry 
je 


Sod=V\. 


Aus diesen Gleichungen kann man 7,Y,2,, also die Bahn des An- 
fangspunktes o, bestimmen, wenn man die neun Cosinus e 9 y,_n{, kun 
kennt, welche nur die Gleichung Fed,= 0 zu erfüllen haben. Wie ich 
schon bewiesen habe (Bd. 95 8. 132 dieses Journals), drückt die Bedingung 
ed = (0 nichts weiter aus, als dass die Axen ox, oy, oz den drei Haupt- 
richtungen einer beliebig gewählten Curve immer parallel bleiben sollen 
die Axe or parallel zur Hauptnormale, die oy zur Tangente). Die Ebene 
der Curve bleibt also immer der Schmiegungsebene dieser Curve parallel. 
Die Grössen q, r werden mit den Krümmungselementen dieser Curve dureh 
folgende Gleichungen verbunden 

do=r, d=—gqg und ds= dt. 


Die Bahn des Anfangspunktes o ist vollständig bestimmt, sobald die Leit- 

eurve gewählt ist; denn aus den Gleichungen (23.) finden wir, da r = do ist, 
I3% ER bfe ds Br /3 ds os fr ds 
( u .) Tu = 4 e 0 b) Yı — . | 2 . u B / . 


0 


n “ 


wo ge der erste Krümmungsradius der Leiteurve ist. 
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Die Cosinus &, 7, © der Hauptnormale der Leiteurve lassen sich 
nach den bekannten Formeln mit Hülfe von den Cosinus @, %, y ihrer 
Tangente und ihren Ableitungen nach dem Arcus s ausdrücken. Setzt man 
also ihre Werthe in die Gleichungen (21.) und ersetzt x, y, 3 durch die 
Coordinaten der erzeugenden Ourve (19.), welche jetzt (da A=0, e=V(, 
a—V0 und C=1 ist) folgende Werthe haben: 


RER " eosgdg 
+b(B- cosg) (1—Beosy)’ ' 


it COSY sin p 

2 1— Beosp 
h cos’ p . "COS dp 

1—Beosg ” being) (1—-Beosg)? ’ 


3 VD, 


so findet man für die erzeugte Fläche folgende Gleichungen 


“ads 
:_=- U ie c-+toy., 
e 0 S Y 


/ 


"Ads , ' 
\Y fr +ePz+Py, 


Z b/- = +oya+yy, 


worin @, 9, y beliebige Funetionen von s sind, die nur die Gleichung 


ea +P°+r — 1 
zu erfüllen brauchen, und wo die Grösse o durch die Gleichung bestimmt wird 
1 = (HR. 

Ks ıst zu bemerken, dass die von dem Anfangspunkte der Coordi- 
naten ox, 09, 03 beschriebene Curve in den entsprechenden Punkten die- 
selben Hauptrichtungen hat wie die Leiteurve, aber ihr erster Krümmungs- 
radius 9, ist eonstant. In der That finden wir aus den Gleichungen (23*. 

dı, = b au = 0,d, dt u B= ln nad ” y=Yyuds,; 
0 n 0 0 
folglich ist 


) 


bds 
v0... Mei - ers de 


0 
Durch noehmalige Differentirung erhalten wir 
S,do,, m sdo, 7,d9, - ndo, C,do,, = (do: 
toleliech 


- 


au: S, N=N; C E und do, er do, 


woraus man sieht, dass die T’angenten und die Hauptnormalen der beiden 
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Curven parallel sind. Aus diesen Gleichungen kommt noch 
ds 


- =oV bh. 


> 


do, 
d.i. der erste Krümmungsradius der Curve (z,y,3,) Ist eonstant. 


Um den Fall i=5 zu erschöpfen, haben wir noch diejenige Art 
der Bewegung zu betrachten, bei welcher die Grösse r, also auch die 
(C'onstante C, gleich O ist. Die Gleichungen (9.) werden alsdann 

»„=0, @e=Bg, r—=(, 


H= oa, Zube, A,= eg; 


oder 
R dy _ ee 
Rq=ag, q 7 = bg, -PBb=e; 
oder 
BE. dy “ hr D c 
R= B' dw B' [ Bir 5% 


ie Gleichungen der momentanen Axe werden jetzt 
Sup, s=H, 


und da P constant ist, so kann man durch Verschiebung der yz-Ebene 
P=0 machen, also auch e= 0. Dann werden die Gleiehungen der mo- 
mentanen Axe 
un = B; 
sie bleibt also stets in der ys-Ebene und ist zur y-Axe parallel. Daraus 
folgt, dass die ys-Ebene bei der Bewegung eine beliebige CUylinderfläche 
da 


berührt und die Drehungsgeschwindigkeit —, um die Berührungslinie 
| | 


welche parallel zur y-Axe ist) mit der Gleitungsgescehwindigkeit längs der- 
selben Linie durch die Gleichung 
dı b 
E u" h 
verbunden ist. AR bedeutet den Abstand der Berührungslinie von der y-Axe. 
Die Gleichungen der erzeugenden Curve (19.) werden jetzt (da 
=QV, e=0 und A=0 ist) 


: ’ ' d 
Bxz = asing—beosy,. By= —acosp—bsing- b/ 
; . COSG 
= 4 
Wenn zwischen den Grössen /T, A, Ae, pe, ge, r der Gleichung 
15.) nur 4 lineare und homogene Gleichungen bestehen, so muss die er- 
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zeugende Curve zwei Gleichungen genügen von der Form (16.) 
(05, las +bn +ce—Ay+Br +C(yS—arn) = 0, 
er la’s+b'r, +c—-Ay+Bıa+C(y—ıen) = 0, 
oder nach Einführung des Winkels 9 (17.) 
— asing+beosp+ec—Ay -+Br —-C(ysing+zecosy) = (, 
- asinp+beospy+e—Ay-+Er— C(ysinpy+zcosp) =. 
Dieses aber kann nur dann eintreten, wenn die Curve ein Kreis ist. In 
der That finden wir aus der Formel (20.) 
do Aa + Bb+ Ce A’a’--B’'b’+('c 
dg (Asing— Beosp +C)’ — (A’sing B'eosg +0) ’ 
folglich würden (falls nicht beide Zähler verschwinden) die zwei Ausdrücke 
Asing—Beosg+C und A'sing—B’eosy-+Ü ein constantes Verhältniss 
haben: es würde also sein A’= A.e, B=B.e, C’ =(.se, dann kommt aber 
aus den Gleichungen (25.): 


’ 


-aesinpg+becospy-+ce = —asinpg+b'cosp+e'; 


also würde sein a=a, be=b, ce=c, und die zwei Gleichungen (25.) 


wiren nieht verschieden von einander: es muss also sein 


do 
D 


Aa+Bb+Ce= Aad+Bb+Cc=0, d.h. — (), 


dy 
also o = const., und die Ourve ist ein Kreis. 
Für den Fall des Kreises nimmt die Bedingungsgleichung (15.) fol- 
voende Form an 
(6 ER Nasa. ‘7 Lauf Pi “4 ; NG u 
(26. IT eosp— Ksing-+e(I—posinp-+gocosp) = Q, 
wenn man setzt 
En VOCUOSL, Y - osinfp. 
Ist nun e=0,d. 1, fallen die Normalen der Fläche in den Mittel- 
punkt des Kreises, so muss noch sein 


II=-V0 K=). 





Diese Gleichungen zeigen, dass der Mittelpunkt des Kreises eine 
Curve beschreibt, auf der seine Ebene immer senkrecht steht. Die dabei 
erzeugte Fläche ist offenbar identisch mit der Fläche, welche erzeugt wird, 
wenn die Ebene des Kreises auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche 
rollt; folglich ist diese Lösung in der schon gefundenen @= 6) mit 
enthalten. | 
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Ist » von Null verschieden, so zerspaltet sieh die Gleichung (26 


in die folgenden 
I =vgo, A eo. I—=(0. 

Die letzte Gleichung zeigt, dass die Geschwindigkeit des Mittel- 
punktes auf der Ebene des Kreises immer liegt; d. h. die Ebene des 
Kreises enthält immer die Tangente der vom Mittelpunkte beschriebenen 
Curve. Da nun die erzeugte Fläche durch eine Drehung des Kreises um 
den Mittelpunkt keine Aenderung erleidet, so kann man annehmen, dass 
ein und derselbe hadius des Kreises die von seinem Mittelpunkte beschrie- 
bene Curve berührt. Wird dieser Radias als z-Axe angenommen, so wird 
K=0, also auch y = 0; und die Gleichungen, welche die Bewegung erfüllen 
soll. sind alsdann folgende 


H=w, A-0, A=-V9, go 


oder 
/I li dy | pP . () . dy pP - ft) () 
ow, 97 + PR q=V, p i 
also 
dyy 
— r - Id) ’ — {) A) 
IT = vgo. ar | nn 


Die erste dieser Gleichungen dient zur Bestimmung von v, die 
zweite zeigt, dass keine Gleitung stattfindet, und die zwei übrigen, dass 
die momentane Axe stets in der y3-Ebene bleibt; diese Ebene ist aber 
senkrecht auf der vom Mittelpunkt beschriebenen Curve, folglich rollt die- 
selbe auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche. Wir schliessen also: 

Ein Kreis bleibt Krümmungslinie der von ihm beschriebenen Fläche, 
wenn eine durch seinen Mittelpunkt gehende und mit ihm fest verbundene 
lübene, auf der er senkrecht steht, auf einer beliebigen abwickelbaren 
läche rollt. 


Athen, den 1. Februar 1884. 
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Ueber die Eigenschaften monoecyklischer und anderer 
dlamit verwandter Systeme *). 
Hierzu Fieurentafel 1. 


(Von Herrn Ludwig Bollzmann in Graz.) 


Der vollständigste mechanische Beweis des zweiten Hauptsatzes 
bestiinde offenbar in der Darlegung, dass bei jedem beliebigen mecha- 
nischen Vorgange Gleichungen bestehen, welche denen der Wärmelehre 
analog sind. Da aber einerseits der Satz in dieser Allgemeinheit nicht 
ichtig zu sein scheint und anderseits wegen unserer Unbekanntschaft mit 
dem Wesen der sogenannten Atome die mechanischen Bedingungen nicht 
venau angegeben werden können, unter denen die Wärmebewegung vor 
sich geht, so entsteht die Aufgabe, zu untersuchen, in welchen Fällen und 
in wie weit die mechanischen Gleichungen den wärmetheoretischen analog 
sind. Es wird sich da nieht um Aufstellung von mechanischen Systemen 
handeln, welehe warmen Körpern vollkommen eongruent sind, sondern um 
Auftindung aller Systeme, welche mit dem Verhalten warmer Körper mehr 
oder weniger Analogie zeigen. In dieser Weise wurde die Frage zuerst 


EN 


“) gestellt, und ich beabsichtige, im Folgenden 


BT) 


von Herrn von Helmholtz ’ 
die von ihm entdeckte Analogie zwischen den Systemen, welche er als 
monoevklisch bezeichnet, und den Sätzen der mechanischen Wärmetheorie 
an einigen mit den monoeyklischen innig verwandten Systemen weiter zu 
verfolgen, wobei ich zuvörderst, ehe ich zu allgemeinen Sätzen übergehe, 
einige ganz specielle Beispiele diseutiren will ***), 


/ 


Die ersten drei Paragraphen sind ein wenig veränderter Abdruck aus den 
Sitzungsber. der Wien. Akad. 110, p. 231— 245, die übrigen sind neu. 
=*) Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin 6. März und 27. März 1884. 
===) Ein sehr allgemeines Beispiel monoeyklischer Systeme bieten widerstandslose 
elektrische Ströme (vgl. Maxwell, treatise on electrieity, art. 579 und 580, wo x und y 
die Stelle des v. Helmholtzschen p, und p« vertreten). 








. 
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1. 


ı nach dem Newtonschen (sravitations- 


um AT: 


Ein Massenpunkt bewege sie 
sesetze um einen fixen Centralkörper O in elliptischer Bahn. Die Bewegung 
ist hier offenbar keine monoeyklische; wir können sie aber mittelst eines 
Kunstgriffes, den ich zuerst im ersten Abschnitte meiner Abhandlung „Einige 
allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht“*) anwandte, und welehen 
nachher Maxwell”*) weiter verfolgt hat, in eine monoeyklische verwandeln. 

Wir denken uns die ganze elliptische Bahn mit Masse belegt, welche 
an jedem Punkte eine solche Dichte (auf die Längeneinheit der Bahn ent- 
fallende Masse) haben soll, dass, während im Verlaufe der Zeit fortwähren(d 
Masse durch jeden Bahnquerschnitt strömt, die Diehte in jedem Punkte der 
Bahn sich unverändert erhält. Würde ein Ring des Saturn aus einer ho- 
mogenen Flüssigkeit oder einem homogenen Schwarme fester Körperehen 
bestehen, so könnte er bei, passender Wahl des Ringquersehnittes an den 
verschiedenen Stellen ein Beispiel für die in Rede stehende Bewegung 
liefern. Aeussere Kräfte können die Bewegung beschleunigen oder die 
Keecentrieität der Bahn verändern; es kann aber die Bahn auch durch sehr 
langsame Vermehrung oder Verminderung der Masse des (entralkörpers 
verändert werden, wobei dann auf den beweglichen Ring äussere Arbeit 
übertragen wird, da er bei Vermehrung der Masse des Uentralkörpers im 
Allgemeinen auf die hinzukommende Masse nicht dieselbe Anziehung aus- 
übt, wie auf die bei Verminderung hinwegzunehmende. Die diesem überaus 
einfachen Beispiele entsprechenden Formeln erhält man aus den in meine: 


Abhandlung: „Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen Wärme- 


theorie‘ ***) Abtheilung 3 entwickelten Formeln, indem man 5b = (0 setzt und 
unter m die gesammte Masse des beweglichen Ringes versteht. (Dort is! 
übrigens aus Versehen die auf äussere Arbeit verwendete Wärme mit veı 


kehrtem Zeichen eingeführt.) Ich bezeichne immer mit $ die ganze poten- 
tielle Energie, mit Z die ganze lebendige Kraft des Systems, mit dQ die 


auf direete Steigerung der inneren Bewegung zerichtete Arbeit, wobei ie] 


=) Sitzungsber. d. Wiener Akad, Bd. 63. 15. April 1871. 


*#) Cambridge Philosophieal Transactions Vol. XII. Part III. 6. Mai 1878. (\ 
auch Wiedemanns Beiblätter, Bd. 5, p. 403. 1881.) 

*##) Sitzungsber. der Wiener Akad. Bd. 75. 11. Jänner 1877. Vgl. auch Clausius 
Pogg. Ann. Bd. 142, p. 433; Matlı. Ann. von Clebsch Bd. 4, p. 232, Bd.6, p. 390. Na: 
richt, d. Gött. Gesellseh. Jahrg. 1871 und 1872; Pogg. Ann. Bd. 150, p. 106 und Eı 
gänzungsband 7, p. 215. 
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wie Herr ®. Helmholtz voraussetze, dass die äusseren Kräfte immer nur unend- 
lich wenig von solchen Werthen verschieden s&in sollen, welche die augen- 
blieklieh vorhandene Bewegung stationär zu erhalten im Stande sind. Sei 


a 


dann die gesammte Anziehungskraft, welehe der Gentralkörper auf die 


m: 
Masse des Ringes ausüben würde, wenn dieselbe sich in der Distanz r davon 
befände, C eine unbestimmbare vollständig eonstante Grösse, so Ist: 


>= C-21,.40 = —-dL+2L = Lelog + 


da 
es ist also Z integrirender Nenner von dQ, der dazugehörende Werth der 


A r a 
luntropie S ıst log 


und der dazugehörige Werth der charakteristischen 


Funetion ist: 


K= <D - I Er LS U— l. ne: Liog T . 
Setzt man 


yL Br. 
a 1 yL Een 


2L 


so wird dO = qds, wozu die charakteristische Function 
H=&+L-gs=C-3l 


eehört, und man sieht sofort, dass 


oK ’oH\ 
( oa ), er \ ca ) =—A 


lie auf Vergrösserung von a hinstrebende Kraft ist, in dem Sinne dass Ada 
das Quantum der inneren Bewegung ist, welches in Arbeit verwandelt wird, 
wenn a um da wächst. Ebenso ist 


C ) nr oH  GEREL & 


La! \ La J 
oL /u \og fa 


Die Analogie mit Herrn v. Helmholtzs monoeyklischen Systemen mit 
einer einzigen Geschwindigkeit q ist also eine vollständige. Es hat auch 
/gdt den Charakter einer Coordinate; denn 

12m 
JI 

7 
ist die Umlaufszeit eines Massentheilchens (vgl. meine eitirte Abhandlung). 


= 


Sei odo die Masse auf dem Längenelemente do der Bahneurve, dt die zur 


Durchlaufung von do erforderliche Zeit, e die Geschwindigkeit daselbst, so 








(dl 


h 





je sr 
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muss oe=e auf der ganzen Bahn constant sein, damit sich die Dichte 
iiberall unverändert erhält. 


Da ovdt, über die ganze Bahn erstreckt. die Gesammtmasse m des 


Ringes darstellt, so ist 


m | 2m 
C ( 
) / er 


Ziehen wir vom Uentralkörper irgend eine Gerade ins Unendliche. 
und bezeiehnen mit « die Masse. welche bis zu einem bestimmten Zeit- 


moment £ durch jene Gerade hindurehging, so ist 


du = 2rn du 
OU, vtAaner ( 
di N / | 2m di 


Denken wir uns nun irgend ein Massentheilchen des ganzen Ringes 


hesonders hervorgehoben. 0 Ist die Lage (lESES Massentheilehens ZU Zei 


bestimmt. sobald die Werthe a und « zu dieser Zeit und die Anfanes 
position des Massentheilechens sowie der Anta sswerth von a bekannt sind 


Eu in ’ Bf er . ] 172% wege i 1 amahd rn ns nn 1>, . 
ohn« dass 11an dıe Art und Weisı Zu ki Ineh braucht. wie Sich ül Daft 


. | 2 r nn Ba ®. 3 .. 1 ‚ 1 4 Rn sn a Rn er I u u ' 
Ill (ic] Zwischenzeit TranGer! Ileıl. Es künnen { heı dA Und fi als zur \ 001 


2 4 vg 4 + RER: I, 11 . 
(il1naten des betreffenden Massentheilehens auTeciasst Werüen. AS: ıC Yıll 

.. B- .. . j , ı j* 
natürlich auch tur jede alıdere Art von \ tr: \Ibeweerung, sobalı II dile 


N} 
l 


) ie 4 :;78 Wr : Wr Mao thailrhaı un - 
Bahn eine oesehlossene IST. Wird zZ. D. jedes lassentheil: en ” MIT EINEN 


n r var rn Ä I1_. er 
Krafi EVEN den entralkörpe ! gezoren. SO ware 
m . 3 : 


di L I, 
$=L, dO=2dL-L— = Ldlog-—-. g=WVa, s 


d £ a 
“ 
N — © 
: , .. . ' I „u. l 1 j 
Die Anwendung des Namens monoevklisch auch auf diese Bewerunes 
4 I:: ‚fi EERRER . = . » Br y9 Br 1, - 11 12 a ae 
arten dürfte kaum ungerct Il jertig! sein. ua hi " alle DEUlnLungLen, | W elehe 
er v . ye- unttoft _fe an ._1,% EEE 
IieIT ve. Helmholtz dies« 1 Namen knüpft. eITUiIE Si I ’ass die lebendiee Arat 


nicht proportional g’ ist, gerade als ob Parameter eliminirt wären, dürfte 
wohl damit zusammenhängen, dass a nicht eine Raumabmessung im eigent 
Iichen Sinne des Wortes ist. Analoge Formeln werden in einem noe] 

semeineren Falle gelten. Die Kräfte brauchen keine Uentralkräfte zu sein. 
ondern sie können durch beliebige Funetionen der Coordinaten des vor 


Ihnen affieirten Massentheilchens dargestellt werden; nur muss eine Kratt- 


{unetion existiren. die Kräfte müssen für alle Massentheilehen der Gesammt- 
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masse m dieselben Funetionen der Coordinaten sein, und alle Massentheil- 
chen müssen eongruente geschlossene Bahnen beschreiben. 

Legt man dann durch den Sehwerpunkt der Gesammtmasse m eine 
beliebige Ebene von unveränderlicher Richtung und bezeichnet mit « die 
während einer beliebigen Zeit # durch jene Ebene hindurchgegangene Masse. 
so hat man zu setzen: 
du 
Ha az 

Die Bedingung der Bewegung in geschlossener Bahn ist immer erfüllt. 
wenn sich alle Massentheilchen in Geraden bewegen (ob in einer einzigen 
oder in beliebig vielen parallelen Geraden ist dabei gleichgültig). Sei dann 
« die während einer beliebigen Zeit t im ersteren Fall durch den Schwer- 
punkt der Gesammtmasse m, im letzteren Falle durch eine den Schwerpunkt 
enthaltende auf den Bahnen senkrechte Ebene gegangene Masse, so sei wieder 

du m 
PIBT a 
wobei ö die Zeit ist, die ein Massentheilchen zu einem ganzen Hin- und 
Hergang auf der Geraden braucht. Heben wir jenen Massenpunkt aus der 
vanzen Masse m hervor, welcher sich zu Anfang der Zeit in deren Schwer- 
punkt (respeetive der oben definirten Ebene) befand. Kennt man zu einer 
beliebigen Zeit £ den Werth von p, und das Wirkungsgesetz der Kräfte, so 
ist dadurch bestimmt, wo sich der hervorgehobene Massenpunkt zur frag- 
lichen Zeit befindet, ohne dass man die Zwischenzustände des Systems zu 
kennen braucht. Zur Zeit # sei x die Distanz eines Massenpunktes vom 
Schwerpunkte der Gesammtmasse (respeetive jener Ebene), ® dessen Ge- 
schwindigkeit, f(x) die auf die Masseneinheit wirkende Kraft, welche x zu 
verkleinern strebt, so ist: 
"= 2a-2fle), ia fe, 
v Y2a—2/ 
wobei x, und x, die extremsten Werthe des x sind. Die lebendige Kraft 
der ganzen Masse ist: 
L= "/ Yoa Dar. 


l 


T, 


Die potentielle Energie ist 
2m / 2: ip 
« 2a -—2f 


Do — 
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hiebei ist 
[=f@). 

a ist eine Oonstante. 

Man hat daher: 

H=&$b-L= ma-2l. 

Hiebei gelten a sowie die Form der Function f als die langsam ver- 
inderliehen Grössen. Betrachten wir letztere als eonstant und schreiben die 
obige Gleichung in der Form 


il = mia— 2m / \2a—2fdr, 


so liefert deren Differentiation: 
‚,oH > rer eu oa f dx 
H+i—- = ma+mi—- —2m — / 
ol ct Ol & Y\2a—?2f 
oder mit Rücksicht auf den für ö gefundenen Ausdruck 


>H 


a 
H-+i—- = ma: 
ol 
. P} D r . m . on 
nach Herrn ®. Helmholtz ıst statt © die Variable q=—- einzuführen, was 
! 
liefert 
oH ma—H 2L 2iL 
s=—- = 
og 4 4 m 


Hieraus folgt endlieh: 


b) 
dO = gds = i d(iL) = 2L.dlog(iL). 


Dies stimmt genau mit dem, was Herr Olausius für einen etwas spe- 
cielleren Fall auf ganz anderem Wege erhielt. (Vgl. dessen Abhandlung 
in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 19. Juni 1884.) Bei 
richtiger den e. Helmholtzschen Annahmen entsprechender Wahl der Coor- 
dinaten sind daher die Formeln des Herrn ev. Helmholtz auch auf diesen Fall 
vollkommen anwendbar. Zum Zwecke des Uebergangs zu anderen Gattun- 
gen von Systemen will ich die Allgemeinheit wieder bedeutend beschränken 
und folgenden Speeialfall des Vorigen betrachten. 

Ein homogener, überall gleich dichter Strom bewege sich mit der 
Geschwindigkeit oe auf einer horizontalen Geraden von der Länge a zwischen 

m 


zwei verticalen Wänden, so dass immer dessen halbe Masse —- in der einen 


und die gleiche in der entgegengesetzten Richtung strömt. Die Massen- 
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theilcehen sollen weder auf einander Kräfte ausüben, noch äusseren Kräften 
unterworfen sein, mit Ausnahme derjenigen, welche die Arbeit dQ leisten. 
Von den verticalen Wänden sollen sie gleich elastischen Kugeln abprallen. 
Dieses System ist strenge monoeyklisch. Man hat: 





mn 2a’gq’ „ da 
q=—=—, H=-——, dQO =mvdo-+me — qds 
2a m 0 Aa ] 9 
wobei 
oH 
se —|(- - 
oq /a 


| = ) ist der Druck auf die verticale Wand. 

Wir modifieiren das vorige Beispiel dahin, dass eine Masse m gleich- 
förmig in einem parallelepipedischen Gefässe von den Seiten a, b, c ver- 
theilt ist. Jedes Massentheilchen soll sich, ohne von den andern oder von 
äusseren Kräften influeneirt zu werden (wieder mit Ausnahme der die Arbeit 
dQ erzeugenden), mit der Geschwindigkeit e in einer Geraden bewegen, 
welche auf der Seite e senkrecht steht und mit der Seite « den Winkel ® 
einschliesst (für die eine Hälfte der Massentheilchen +D, für die andere 


D). Betrachten wir a, b und v als veränderlich, so ist: 


mv’ re nn 
5 dO = mv de + me’ (sin? D ER cos D T -); 


die Gleichungen nehmen daher genau die Form der ®. Helmholtzschen an, 





bb = 0), L = —NH u 


wenn man a und b als Parameter p, wählt und 


© 
Tr 


In i Sn), und — ( ) 


sind die Drucke in den Richtungen a und b; dQ ist gleich qds, wobei 


u, 


Dagegen wäre die lebendige Kraft nicht mehr integrirender Nenner von dO 


setzt. 


- 


wenn man auch solche äusseren Kräfte zuliesse, welche den Winkel D 
langsam und für alle Massenpunkte gleichmässig verändern. 

Würde die Masse m mit der constanten Geschwindigkeit » nach 
allen möglichen Richtungen des Raumes in einem Gefässe vom- Volumen 
w strömen, so hätte man zu setzen: 


=> m, nm, 





ji 


N 


Boltzmann, über die Eigenschaften monocyklischer Systeme. 1: 


und die Gleichungen würden wieder genau die ®e. Helmholtzsche Form an- 
nehmen. Allein in allen diesen Fällen hat /gat nicht mehr den Charakter 
einer Coordinate, da die Bewegung keine nach einer endlichen Zeit in sich 
zurücklaufende ist. Ich möchte mir erlauben, Systeme, deren Bewegung 
in diesem Sinne stationär ist, als monodische oder kürzer als Monoden zu 
bezeichnen *). Sie sollen dadurch charakterisirt sein, dass die in jedem 
Punkte derselben herrschende Bewegung unverändert fortdauert, also nicht 
Funetion der Zeit ist, solange die äusseren Kräfte unverändert bleiben, und 
dass auch in keinem Punkte und keiner Fläche derselben Masse oder 
lebendige Kraft oder sonst ein Agens ein- oder austritt. Ist die lebendige 
Kraft integrirender Nenner des Differentiales dO der auf directe Steigerung 
der inneren Bewegung gerichteten Arbeit, so will ich sie als Orthoden be- 
zeichnen. Für alle Orthoden gelten Gleichungen, welehe denen der mecha- 
nischen Wärmetheorie vollkommen analog sind. 

Sei dQ das Differential der auf directe Steigerung der inneren Be- 
wegung der Orthode gerichteten Arbeit oder der einem warmen Körper zu- 
eeführten Wärme. Wir nehmen an, dass Z ein integrirender Nenner von 
dQO ist; für warme Körper ist dies erfüllt, wenn die Temperatur der leben- 
digen Kraft der Bewegung proportional ist. p seien beliebige Parameter. 
Wir setzen: 

dQ = dP+dL+>&Pdp = 2Ldlogs. 

Sei dann g ein beliebiger anderer integrirender Nenner von dQ und 
dO = qdS, so besitzt nach Herrn Gibbs **) auch $®+L--qS die Eigen- 
2L 


I 


schaften der Massieuschen .charakteristischen Function. Setzen wir q = 
so wird 

dQ = gds, 
und der dazugehörende Werth der charakteristischen Function it Y=#-—L, 
genau wie es Herr ®. Helmholtz für monoeyklische Systeme fand. (Vgl. 
l.e. p. 173.) Nur ist jetzt /gaı im allgemeinen nicht mehr eine Coor- 


% >) 


D oo 2L . RB .. " 
dinate. Für g=—,- wird H=&+ -L. fürn=2 alo H= 4. 
Ss n 


zeiehnet, wobei Coordinaten und Geschwindigkeiten immer zwischen endlichen Grenzen 
eingeschlossen bleiben. 


**) Transact. of the Conn. Acad. III, p. 108, 1875. 


*) Mit dem Namen stationär wurde von Herrn Clausius jede Bewegung be- 


10* 
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Ich erwähne hier noch beiläufig, dass der angeführte Gibbssche Satz 
in gewissen singulären Fällen illusorisch werden kann, wenn nämlich y 
bloss Function der Parameter p ist. Es ist dann nicht möglich, nebst den 
p noch q als independente Variable einzuführen. So ist für Gase nach 
Herrn ®. Helmholtzs Bezeichnung (l. e. p. 170): 


, "dv Jy — 
dO = Jyd9 +J(e ei ra = Tue d(9 ® / )* 
oY 
Setzt man 


u #. ’ S= 907, 
v 2 
so wird 
H= Jy9—gS =, 
ist also als charakteristische Funetion unbrauchbar. Dasselbe tritt in dem 
am Schlusse des $ 1 angeführten Beispiele für den dort mit q bezeichneten 


integrirenden Nenner ein. 


Nach diesen einleitenden Beispielen will ich zu einem sehr all- 
gemeinen Falle übergehen. Sei ein beliebiges System gegeben, dessen 
Zustand durch beliebige Coordinaten p,p;...p, eharakterisirt sei; die dazu 
gehörigen Momente seien r,r,...r,. Wir wollen sie kurz die Coordinaten p 
und die Momente r, nennen. Dasselbe sei beliebigen inneren und äusseren 
Kräften ausgesetzt; erstere seien conservativ. ı sei die lebendige Kraft, 
y die potentielle Energie des Systems. Dann ist also 2 eine Funetion der 
p,, vw eine homogene Funetion zweiten Grades der r,, deren Coeffieienten 
ebenfalls die p, enthalten können. Die willkürliche zu % hinzutretende 
Constante wollen wir so bestimmen, dass y etwa für unendliche Entfernung 
aller Massentheilchen des Systems oder sonst für eine der Variation un- 
fähige Position verschwindet. Wir machen nicht die beschränkende An- 
nahme, dass gewisse Coordinaten des Systems gezwungen sind, bestimmte 
Werthe zu behalten, können daher auch die Veränderung der äusseren Kräfte 
nicht dadurch charakterisiren, dass gewisse bei Constanz der äusseren Kräfte 
constante Parameter ihre Werthe langsam verändern. Der langsamen Ver- 
änderlichkeit der äusseren Kräfte soll vielmehr dadurch Rechnung getragen 


werden, dass y allmählich eine andere Function der Coordinaten p, wird, oder 
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dass sich gewisse in 2 vorkommende Constanten, deren eine p, heissen 
soll, langsam verändern. 

1. Fall. Wir denken uns nun sehr viele N genau gleich beschaffene 
derartige Systeme vorhanden; jedes System von jedem andern völlig unab- 
hängig. Die Anzahl aller dieser Systeme, für welche die Coordinaten und 
Momente zwischen den Grenzen 

p, und p,+dp, p und p+tdp. ... r, und r,+dr 
liegen, soll sein: 

Bere 1 
y 7 AR 
wobei 
do = IS’ dp,dp....dp,, dt = dr,dr,...dr, 
ist. (Ueber die Bedeutung von 4 siehe Marwell |. e. pag. 556. 

Die Integrale sind über alle möglichen Werthe der Coordinaten und 
Momente zu erstrecken. Der Inbegriff aller dieser Systeme bildet eine 
Monode im früher definirten Sinne (vgl. hierüber namentlich Maxwell ]. e.), 
und ich will die so definirte Gattung von Monoden mit dem Namen Holoden 
bezeichnen. Jedes der Systeme nenne ich ein Element der Holode. Die 
sesammte lebendige Kraft der Holode ist: 


L=--3 


2h 
Deren potentielle Energie $ ist gleich dem A-fachen Mittelwerthe z des z. 
es Ist also: 


[ze- / do 


fe ’do 


Die Coordinaten p, unterscheiden sich dadurch von den e. Helmkoltzschen 


bb — N 


p,, dass sie in der lebendigen Kraft w und der potentiellen Energie z eines 


Elements vorkommen. Die Bewegungsintensität der ganzen Erxode, also 
sowohl Z als auch & sind nur von k und den p, abhängig, wie bei Herrn 
vo. Helmholtz von g, und p.. 
Die auf directe Steigerung der inneren Bewegung gerichtete Arbeit ist: 
f dye / do 
0 = dDB4+9L-N+— 
[e X do 


‚vgl. hierüber meine Abhandlung „Analytischer Beweis des zweiten Haupt- 
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satzes der mechanischen Wärmetheorie aus den Sätzen über das Gleichge- 
wicht der lebendigen Kraft“*) und Maxwell ]. e.). Der Betrag der inneren 
jewegung, welcher aus äusserer Arbeitsleistung entsteht, sobald der Para- 
meter p, um dp, wächst, ist also — Pop,, wobei 


None e-"/do 


fe e-"X do 


Die lebendige Kraft L ist integrirender Nenner von 0Q; alle Holoden 
sind daher orthodisch, und es müssen folglich auch die übrigen wärmetheo- 


-P’ = 


retischen Analogien bestehen. ei der That, setzt man: 


2 PER ‚? mel Ng 1 fe a)" 


] h 
2L a 
q=—, K=#+L-2llogs, H=®-L, 
so wird 
K oH OK oH 
—)» DR iS == == 4 = —] 0° = — 
dO = 2Ldlogs = gds, ( )= (u u ah ) 2logs, ( 37) 


2. Fall. Es sollen wieder sehr viele (N) Systeme von der zu An- 
fang dieses Paragraphen geschilderten Beschaffenheit vorhanden sein; allein 
für alle derselben sollen die Gleichungen 

ge, Bin... Ma 
erfüllt sein. Diese Gleichungen müssen also jedenfalls Integrale der Be- 
wegungsgleichungen eines Systems sein. Es können aber auch noch andere 
Integrale vorhanden sein. dN sei die Zahl der Systeme, für welche die 
Coordinaten und Momente zwischen den Grenzen p, und p,+dp,, p; und 
p:+dp;, ... r, und r,—+dr, liegen. Natürlich fehlen hier die Differentiale der- 
jenigen Coordinaten oder Momente, welche dureh die Gleichungen %, = a.... 
bestimmt gedacht werden. Diese fehlenden Coordinaten oder Momente sollen 
P-> Pas »«- r, heissen; ihre Anzahl sei gleich + Wenn dann 
Mies. d dp,...dr, 


nn wenn. 


Ds note IE, U. 
(f: dp dp;. .dr, 
50 op. OPa oO N; 


ist, so wollen wir den Inbegriff aller N Systeme als eine Monode bezeichnen, 


*) Sitzungsber. d. Wiener Akad. Bd. 63, April 1871, Formel 17. 
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welehe durch die Gleichungen %, =a,... beschränkt ist. Die Grössen «a 


können entweder ganz constant sein oder zu den langsam veränderlichen 


TEEN 


Grössen gehören. Die Funetionen p werden im allgemeinen durch die 
Veränderlichkeit der p, immer langsam ihre Form ändern. Jedes einzelne 
System heisst wieder ein Element. Monoden, welche nur durch die Glei- 
chung der lebendigen Kraft beschränkt sind, will ich als Ergoden, solche, 
welche ausser dieser Gleichung auch noch durch andere beschränkt sind. 
als Subergoden bezeichnen. Ergoden sind dadurch definirt, dass 
Ndp, dp,...dp,dr, ...dr,_ı 
ow 
dN = id 


[f... dp. dr- 


cw 
or, 


ist. Für Ergoden existirt also nur ein y, welches gleich der für alle 


Systeme gleichen und während der Bewegung jedes Systemes con- 
7 . . “| (D Eu L . 4 . . 
stanten Energie eines Systemes Z+w = \ ist. Setzen wir wieder 


m. . . 0 
IT” dp,dp....dp,= do, so ist (vgl. meine und Marwells zuletzt eitirte Ab- 
Wr 
handlung): 


q7 


* } En D 
[zw’ do /w da 


ch — N - . e L en - N a 
» u » 1 
[w: do /w’ do 
J ww : "do [örw 2 "do 
010) — N—- = = d(B+ L' —N- 


» 1 34 
fw do few’ de 


L ist wieder integrirender Factor von 0Q, die dazu gehörende Entropie 


| s r 4 9 \ \ . 
| ist log( [w’ do) ‚ während auch d@ = gds wird, wenn 
| 


1 
= (Su do) , a 2L 


s 
gesetzt wird. Zur letzteren Entropie gehört wieder die charakteristische 
Funetion P—L. Die äussere Kraft in der Richtung des Parameters p, ist 
in einem Systeme 





Be ae. 
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Aus der unendlichen Mannigfaltigkeit der Subergoden führe ich die- 
jenigen an, bei denen für alle Systeme nicht nur die in der Gleichung der 
lebendigen Kraft, sondern auch die in den drei Flächengleichungen vor- 
kommenden Constanten die gleichen Werthe haben. Ich will sie Planoden 
nennen. Einige ihrer Eigenschaften entwickelte Maxwell 1. e. Ich erwähne 
hier nur, dass sie im allgemeinen nicht mehr orthodisch sind. 

Der Zustand eines Elementes einer Ergode ist durch gewisse Para- 
meter p, bestimmt. Sobald jedes Element der Ergode ein Aggregat mate- 
rielier Punkte ist und die Zahl der Parameter p, kleiner ist als die Zahl 
aller rechtwinkeligen Coordinaten aller materiellen Punkte eines Elementes, 
so wird es immer gewisse Funetionen dieser rechtwinkeligen Coordinaten 
geben, welche während der gesammten Bewegung constant bleiben, und die 
vorhergehenden Entwicklungen setzen voraus, dass diese Funetionen auch 
während der Zu- und Abfuhr der lebendigen Kraft constant bleiben. Würde 
man ausser der Veränderlichkeit der in der Kraftfunetion vorkommenden 
Parameter auch noch eine langsame Veränderlichkeit dieser Functionen, 
welche dann die Rolle der e. Helmholtzschen p, spielen würden, und welche 
hier gerade so wie die besagten Parameter mit p, bezeichnet werden sollen, 
zulassen, so würde man zu Gleichungen gelangen, welche sowohl meine 
früheren als auch die e. Helmholtzschen Entwicklungen umfassen. Hierüber 
mögen hier noch einige Bemerkungen Platz finden. 

Die Formeln, welche auf die Formel 18 meiner Abhandlung „Ana- 
Iytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie 
aus den Sätzen über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft“ folgen, sind 
daselbst nieht in ihrer vollen Allgemeinheit entwickelt, indem dort erstens 
nur von einem Systeme die hede ist, welches für sich allein alle möglichen 
mit dem Prineipe der lebendigen Kraft vereinbaren Zustände durchläuft und 
zweitens bloss von gewöhnlichen rechtwinkeligen Coordinaten Gebrauch ge- 
macht wird; doch sieht man ohne weiteres nach dem von Maxwell in dessen 
hier schon oft eitirten Abhandlung „on Boltzmann’s theorem etc.“ Gesagten, 
dass diese Formeln auch für beliebige durch beliebige generalisirte Coor- 
dinaten bestimmte Ergoden gelten müssen. Sind dieselben für ein Element 
einer Ergode wieder .p,, P2, »-» P,, So erhält man: 

nn 4-iyw? dp....dp, 


Pr 4 
SI Irw dp....dp, 


TEN TE range 
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wobei N die Gesammtzahl der Systeme der Ergode, dR die Zahl derjenigen 
Systeme ist, deren Coordinaten zwischen den Grenzen p, und p,-+dp,. p: 
und p+dp,, ... p, und p,+dp, eingeschlossen sind. w ist die hiebei in 
Form von Geschwindigkeit in einem Systeme vorhandene lebendige Kraft. 


Die neunte an der eitirten Stelle auf Formel 18 folgende Formel lautet dort 
34 


R log /p’ do-+ const.. 


Diese Formel liefert, da die daselbst vorkommenden Grössen 4 und T die 


. ( 3 | i Es | 
Werthe : und = haben und dort dQ das einem einzigen Systeme zuge- 
I . 


fiihrte Wärmedifferential ist: 


’ E ar I dp,...dp 
IQ -( — ). 810g ff... W” apı...dp, a eN /F 


J fe Ei 
[J--.Aty? dp ...dp, 
00 ist hier die der gesammten Ergode zugeführte Wärme in Arbeitsmaass. 
L= Nw ist die gesammte lebendige Kraft der Ergode. Es ist hiebei 
gleichgültig, ob man sich die Kraftfunection direet als veränderlich denkt, 
oder ob man annimmt, es gäbe ausser den Coordinaten p, noch andere 
Coordinaten p,, welche bei unveränderlichem Zustande der Ergode con- 
stant sind, sich aber langsam verändern, sobald sich dieser Zustand ver- 
ändert, was natürlich im allgemeinen auch mit einer Veränderung des 
Werthes der Kraftfunetion für gegebene Werthe von p, verbunden ist. 
Um dies einzusehen, ist es gut, sich die p, so gewählt zu denken, dass ihre 
Grenzen durch die Veränderung der p, nicht direet, sondern höchstens dureh 
die damit verbundene Veränderung der Kraftfunetion beeinflusst werden. Den 
ausführlichen Beweis werde ich in einer späteren Abhandlung mittheilen. Für 
den Satz selbst ist es vollkommen gleichgültig, von welchen Coordinaten man 
(sebrauch macht. Herrn e. Helmholtzs monocyklische Systeme mit einer Ge- 
schwindigkeit sind nichts Anderes, als Ergoden mit einer einzigen rasch ver- 
änderlichen Coordinate, welche p, heissen soll, da sie nicht wie das v. Helm- 
holtzsebe p, der Bedingung unterworfen ist, dass ihre Ableitung nach der Zeit 
sehr langsım veränderlich ist. Es wird daher die obige Formel ebensowohl 
für monoceyklische Systeme mit einer einzigen Geschwindigkeit als für warme 
Körper gelten, und dadurch scheint mir die von Hrn. o. Helmholtz entdeckte Ana- 
logie zwischen Rotationsbewegungen und idealen Gasen (vgl. dieses Journal 
Bd. 97 p. 123, Berl. Ber. p. 170) erklärt zu sein. Wenn ein einziges 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 1. 11 
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System vorhanden ist, dessen rasch veränderliche Variabeln bereits alle mit 
der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Wertheeombinationen durch- 
laufen (Isomonode), so it N=1, v=J]. Für einen rotirenden festen Körper 

da 


Zp; 80 wird 


ist g=1; setzen wir p gleich dem Positionswinkel 9 und © = 











To’ r? 1 . 
y=L=--=zn > To; daher 4 = E da immer I = win... 
. . A u r® + sr? Re y hd Pr .. nd " 
ist, wenn Z die Form —— - F” nat. T ist das Trägheitsmoment; 


J...dpıdp.... redueirt sich auf [ap = 2nı und kann weggelassen werden, 
sodass die obige allgemeine Formel liefert dQ@ = LJlog(TL). Wenn eine 
einzelne Masse m in der Distanz o von der Axe rotirt, kann man p gleich 
dem Wege s der Masse setzen; dann wird 


mv” r fi c 
v = L=- D) - = a; = MV, U zu er SY«.-dpıdp.... it dp - 2ng, 


ds . eo s a i R ' . 
Ist; daher liefert die obige allgemeine Formel d)QO=Ldlog(mLe”). 
Für ein ideales Gas mit einatomigen Molekülen ist wieder N=1, v=L, 


PıP>...p, Sind die rechtwinkligen Coordinaten &,Yy,...z, der Moleküle, 


wobei ® = 


daher = 3», wenn » die Gesammtzahl der Gasmoleküle, vo das Volumen 
des Gases ist. /J... dp, dp,... hat also den Werth ©”, 4 ist constant, 
solange die Massen der Moleküle constant sind; daher liefert die obige all- 
gemeine Formel dQ = Ldlog(L.o”), was wieder genau der richtige Werth 
ist, da in diesem Falle das Verhältniss der Wärmeeapaeitäten 3 ist. Strömt 
eine Flüssigkeitsmasse M von der Dichte oe in einem in sich zurück- 
laufenden Kanale von im allgemeinen veränderlichem Querschnitte &, so 
sind zwei Auffassungen möglich. 1. Jedes einzelne Flüssigkeitstheilchen 
ist ein System der Ergode, die ganze Flüssigkeit ist die Ergode selbst. Wir 
setzen p=x gleich dem Wege des Flüssigkeitstheilchens, dessen Masse « 
heisse, dann ist g= 1, N gleich der Gesammtzahl der Flüssigkeitstheilchen., 


un’ 1 | u: 
drehen 7 ER Aue = owu = g = Const., 
und die allgemeine Formel liefert, da « constant ist: 
Of ude z 
IQ = 21) log Juda = f wu de -— — = g0 / ud. 
ud e 


2. Die gesammte Flüssigkeitsmasse ist ein System der Ergode, welche 
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iiberhaupt nur dieses eine System besitzt (isodisch ist). Dann muss p so ge- 


dp r Y ; ä : 
wählt werden, dass = nicht rasch veränderlich ist. Setzen wir mit Hrn. 
v. Helmholtz 
dp 
= g=owu, 
di 1 \ 
so wird 
2 » 2 r i i 
( dx r oL d.r | 
L=4; /)—=— DR re "Tg af E Jap -M, w=L, 
2 « 0 2/ "dx og 3 0 ® R > 
« 0 0 


und die allgemeine Formel liefert 


"dx 


dQ = 2Ldlog | L./——:M = 2Ldlogg -- = 2Ld log ud. 


00 0 


Hier ist wie bei Hrn. e. Helmholtz »® der (Querschnitt, de ein Längen- 
element des Kanals, « die Strömungsgeschwindigkeit. Für Centralbewezrun- 
sen könnten wir unter p, den Polarwinkel 9 von einem innerhalb der Balın 
liegenden Punkte aus gezählt, unter p,(09) = const. die Gleichung der als 
eben vorausgesetzten Bahn verstehen. Die vorhergehende allgemeine Formel 
für ÖQ liefert dann, wenn m constant ist 
m/f o’wdd m/f dFö(o’w 
00 = — dlog ä oe wd9 = — 


nd i -r dd 
$ | M | R J () 


ri Ba i OR \ j dY i A 
worin $ der Variation nicht fähig ist; & ist gleich 7y ; m ist die Gesammt- 
masse der Ergode. Die eitirte allgemeine Formel für dQ gilt übrigens auch, 


wenn man unter p, den Weg s versteht, und zwar für ebene und nicht ebene 


3 ds 
Bahnen. Dann wird, wenn man ge Setzt, 


00=- Fr Of ods, 
5 

wobei der erste Factor die von Herrn v. Helmholtz mit q,. der auf das 

Zeichen Öd folgende Ausdruck die von Herrn e®. Helmholtz mit s, bezeichnete 

(Grösse ist. Da wir hier wieder das im Prineipe der kleinsten Wirkung er- 


scheinende Integral /vds haben, von dem ich schon im Jahre 1866 *) aus- 


*) Sitzber. d. Wien. Akad. Bd. 53, 8. Februar 1866. 


2” 
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oing, so tritt wohl am besten der innere Zusammenhang aller dieser Unter- 
suchungen zu Tage. Variirt man das Integral wirklich, so liefert f: dvds 
die auf direete Steigerung der lebendigen Kraft der Bewegung, [ed ds 
aber die auf Arbeitsleistung verwendete Wärmemenge. In der "That, wenn 


R der Krümmungsradius der Bahn, OR die Verschiebung des Elementes ds 


h s ER öRds 
in der Richtung R ist, so ist bei passender Art der Variation dds = - 


Die auf ds vorhandene Masse ist 
mdi mds 


dm = gvdi = — = ——, 


und deren Arbeit gegen die Centripetalkraft ist 
v’dmöR 


R Bi; iR ig [ ds 
Jo 


Für den Fall, dass sich die Masse m ergodisch auf einer Fläche bewegt, 


B: mredsöR 28 mvöds 


ist g=2. Dann ist also ein endliches Flächenstück ganz mit Massentheilchen 
bedeckt, und die Dichte bleibt an jeder Stelle constant. Die Masse dm, 
welche sich auf einem Flächenelemente do befindet, ist proportional der in 
(rleichung 24) meiner Abhandlung „einige Sätze über Wärmegleichgewicht“ 


ö un : mdo ’ i 
bestimmten Grösse dt,, also gleich ——- Ferner ist 


do 


00 = f/— ei Ö v do, 
2/do ) * 


wobei wieder /dod (ev) die auf Steigerung der lebendigen Kraft, fe’ ddo aber 


die auf Ueberwindung der Centripetalkräfte aufgewendete Wärme ist. Hievon 
überzeugt man sich leieht durch wirkliche Ausrechnung jener Centripetal- 
kräfte, wobei zu berücksichtigen ist, dass in der Ergode für jeden Punkt 
der Fläche jede Geschwindigkeitsrichtung gleich wahrscheinlich ist. Die 
hier immer verwendete allgemeine Formel gilt natürlich auch für zusammen- 
gesetzte monoeyklische und polyeyklische Systeme, sobald dieselben ergo- 
disch sind, doch scheue ich mich, die Zahl der speeiellen Beispiele noch 
weiter zu vermehren. 


$4. 


Auch die zusammengesetzten monoeyklischen Systeme sind Ergoden 


mit einer einzigen rasch veränderlichen Grösse, sobald die Fesselung durch 
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„—1 Gleiehungen zwischen den Grössen p, und p, bewirkt ist. Dann 
bleibt auch nur eine einzige rasch veränderliche Grösse übrig, und da die- 





























selbe alle möglichen mit der Gleichung der lebendigen Kraft und den Fesse- 
lungsgleichungen vereinbaren Werthe durchläuft, so haben wir wieder eine 
Ergode mit einer einzigen rasch veränderlichen Grösse; denn die in den 
Fesselungsgleichungen vorkommenden Parameter sind zu den langsam ver- 
inderliehen Grössen zu rechnen, welche bei allen Phasen der rasch ver- 
inderliehen Grösse als eonstant zu betrachten sind. In allen diesen Fällen 
muss daher auch die lebendige Kraft integrirender Nenner sein, und es 
herrscht die vollständigste Uebereinstimmung zwischen meinen Gleichungen 
und denen des Herrn e. Helmholtz. Dasselbe gilt auch noch, wenn unter 
den Fesselungsgleichungen lineare Gleichungen mit eonstanten (aueh nicht 
langsam veränderlichen) Coefficienten zwischen den q, vorkommen, wie sie 
etwa erforderlich wären, um die Furetion von Zahnrädern auszudrücken, 
bei denen die Zahl der Zähne eine endliche ist. Bei Flüssigkeitsströmungen 
würden solche Gleichungen durch Schaufelräder bedingt, deren Umdrehungs- 
veschwindigkeit lediglich proportional dem Flüssigkeitsquantum ist, das 
dureh jeden Querschnitt geht. Beispiele solcher Schaufelräder finden sich 
in den Gasuhren zur Messung der Quantität des verbrauchten Leuchtgases. 
Wenn dagegen die Coeffiecienten der Gleichungen zwischen den q, langsam 
veränderlich sind, wie es bei Verbindung durch Frietionsrollen, Schnüren 
ohne Ende, Wasserrädern, die durch den Mittelswiderstand getrieben werden, 
ete., kurz bei allen Energie verzehrenden Kräften vorkommen kann, selbst 
wenn im speciellen Falle die verzehrte Energie unendlich klein höherer 
Ordnung ist, so sind die durch Integration dieser Gleichungen gewinnbaren 
elationen im allgemeinen nieht mehr geeignet, das letzte p, auf einen ein- 
zigen oder eine endliche Anzahl von Werthen zu beschränken, sobald alle 
andern p, und p, gegeben sind, sondern es kann vorkommen, dass dieses 
letzte p, wenn alle andern gegeben sind, noch eine unendliche Zahl con- 
tinuirlieh in einander übergehender Werthe annehmen kann. Dann verliert 
also das System seine ergodische Eigenschaft, und die lebendige Kraft ist im 
allgemeinen nicht mehr integrirender Nenner, ja ein integrirender Nenner von 
dV braucht dann überhaupt nicht mehr zu existiren, wie ich bereits im Anzei- 
ger der Wiener Akademie vom 9. October 1884 bemerkte; in diesem Falle 
können die veränderlichen Coeffieienten der Fesselungsgleichungen entweder 
Funetionen der schon früher eingeführten p, sein, oder es können neue in- 
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dependente, langsam veränderliche Grössen hinzutreten, welche die langsame 
Veränderliehkeit der Fesselungsbedingungen ausdrücken und dann, wie mir 
scheint, ohne Bedenken und ohne weitere Unterscheidung den alten p, bei- 
rezählt werden können. 

Dies ist der einzige Fall, in welchem ich mit den Entwiekelungen des 
Herrn v. Helmholtz, wenn ich dieselben überhaupt hierin richtig verstanden 
habe, in Widerspruch stehe, da Letzterer in diesem Journal Bd. 97, pag. 133 
sagt: „So lange nur solche (nämlich rein kinematische) Verbindungen ein- 
geführt werden, bleibt die lebendige Kraft einer der integrirenden Nenner 
des Systems.“ Herr ®. Helmholtz findet dieses Resultat, indem er |]. e. 
pag. 125 (vergl. auch ebenda pag. 117) voraussetzt, dass die Gleichung 
dO = 0 ein Integral von der Form o = const. haben muss, worin 0 
eine Funetion der in dQ vorkommenden independenten Veränderlichen p. 
ınd x ist. Allein diese Voraussetzung scheint mir nicht immer zulässig zu 
sein; vielmehr scheint mir die von Herrn ve. Helmholtz ]. ce. pag. 126 ange- 
ebene Gleichung (6’.) gerade die Bedingung anzugeben, dass dQ überhaupt 
integrirende Factoren besitzt; wenn dann die daselbst vorkommende Func- 
tion F eine homogene Function der s, ist, so ist unter den integrirenden 
Factoren die reciproke lebendige Kraft. Denn indem man statt o eine 
passende Funetion von o wählt, kann der Grad der Funetion F immer 
gleich eins gemacht werden. Für den einfachsten Fall, dass die Fesse- 
lungsfunetion F linear mit eonstanten Coefficienten ist, kann man immer 
annehmen, dass letztere ein, wenn auch noch so kleines gemeinsames Maass 
haben, wodurch das System ergodisch wird. Ist dagegen F eine compli- 
cirtere homogene Funetion, so erhält man aus den e. Helmholtzschen Glei- 
chungen orthodische Systeme, auf welche meine Gleichungen nieht mehı 
passen; freilich sind alle diese Systeme, soweit ich sehe, an mechanisch 
ziemlich unnatürliche Bedingungen geknüpft. Auch dürften nieht ohne 
weiteres alle Parameter veränderlich sein. Dagegen sind hinwiederum 
meine Gleichungen nicht darauf beschränkt, dass die Ableitungen aller rasch 
veränderlichen Grössen nach der Zeit Funetionen einer einzigen Variabeln 
sind. In meinen Gleichungen können vielmehr beliebig viele independente 
Ableitungen qg, rasch veränderlicher Grössen p, vorkommen. Die g, können 
selbst wieder rasch, veränderlich sein; nur die mittlere lebendige Kraft ist 
durch eine einzige Variable, die Temperatur, bestimmt. Es sind also die 
idealen Gase und jene Gattungen von Monoden, von denen schon Maxrıell 
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]. ec. nachwies, dass sie wahrscheinlich den in der Natur vorkommenden 
festen und tropfbar flüssigen Körpern entsprechen, meinen Formeln als spe- 
eielle Fälle untergeordnet. 

Es erübrigt noch zu zeigen, dass dieser theoretisch mögliche Fall, 
dass die Gleichung dO =0 keinen integrirenden Factor besitzt, auch an 
Beispielen wirklich realisirbar ist. Um möglichst klar zu sein, will ich 
da ein ganz speeielles, thunlichst einfaches Beispiel anführen, welches 
ganz IN der von Herrn ve. Helmholtz selbst angedeuteten Weise gebildet 
ist. Eine feste verticale Axe AB (Fig. 1) trage einen horizontalen Quer- 
arm, an dem eine Masse m verschiebbar ist, genau so, wie es an den 
Centrifugalmaschinen für Schulzwecke vorkommt; eine an der Masse m be- 
festigte elastische Feder P, deren anderer Endpunkt mit der Schraube s 
am Querarm beliebig verstellt werden kann. leiste der Centrifugalkratt das 
Gleichgewicht. An ihre Stelle könnte auch eine an der Masse befestigte 
Schnur treten, welche die als hohl gedachte Axe durchsetzte und unten 
durch Gewichte mehr oder minder belastet würde, wie es in Figur 2 ange- 
deutet ist; nur wäre dann das Gleichgewicht der Masse m labil. In der- 
selben Weise trägt die Axe CD eine mit der Feder /7 versehene Masse u. 
Die Verstellung geschieht durch die Schraube o. Die Entfernungen der 
beiden Massen m und «u von ihren bezüglichen Umdrehungsaxen sollen r 
und o heissen. Die Umlaufsgeschwindigkeiten beider Axen sollen in fol- 
sender Weise unter einander in Beziehung gebracht sein. Die Axe AB trägt 
ein horizontales Zahnrad E vom Radius 1, welches in ein gleich grosses, 
verticales F eingreift; die Axe CD trägt eine horizontale Frietionsscheibe H 
vom Radius 1, welche sich an einer verticalen Scheibe @ reibt; letztere ist an 
derselben Axe wie F befestigt. Durch eine Schraube £ kann die Scheibe H 
in verschiedener Höhe an der Axe CD testgeklemmt und dadurch die senk- 
rechte Entfernung a zwischen der Scheibe H und der Axe der Räder F und @ 
beliebig regulirt werden. Sind w und » die Winkelgeschwindigkeiten der 
Axen AB und CD, so bewirken die Frietionsräder, dass immer 

u = au 
sein muss. Die Reibung ist freilich eine Energie verzehrende Kraft, wenn 
aber die Geschwindigkeitsänderungen immer sehr langsam vor sich gehen, 
sodass die an einander reibenden Flächen immer unendlich wenig verschiedene 
Geschwindigkeiten haben, so ist der Energieverlust bekanntlich unendlich 
klein zweiter Ordnung, und es kann daher die Verbindung als eine solche 
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betrachtet werden, welche keine Energie verzehrt. Mit Ausnahme dieser 
Reibungskraft sollen alle Bewegungen vollkommen ohne Bewegungshinder- 
nisse vor sich gehen, und alle Bestandtheile mit Ausnahme der Massen m 
und « sollen massenlos sein. 

Wir haben hier drei independente durch die Schrauben s, o und { 
veränderliche Parameter p,, nämlich r, oe und a, ferner zwei Parameter g,. 
nämlich © und &; w wollen wir als die v. Helmholtzsche Variable x wählen, 
während ®= ax ist. Der Werth von ®» kann durch die Kurbel K von 
aussen ebenfalls langsam verändert werden. Da die Kräfte der Federn P 
und // als äussere gerechnet werden müssen, so ist die potentielle Energie 
der innern Kräfte ?=0. (P kann immer =O gesetzt werden, wenn die 
potentielle Energie bloss von den p,, nicht auch von den q, abhängt, da die p, 
nur durch äussere Kräfte verändert werden können, die p, aber gemäss der De- 
finition nicht in > vorkommen dürfen.) Die gesammte lebendige Kraft ist 


ge ph mr’w’ 4 uo'w° 


2 2 
Setzen wir 
oH b 
= —- — —=mrw, 
oW 
oH ' 
9, = —- —- =ueov, 
a 0 


so ist die gesammte, der Kurbel X mitzutheilende Energie 
dVO = wds, +wds, 
—= mwd(r w)+ uwd(ow). 
Hiervon wird der Theil 
mr wdw-+mwrdr+ uo wdo+ uw’odo 
auf Erhöhung der lebendigen Kraft Z verwendet. 
Ausserdem werden noch bei Vergrösserung der Distanzen r und o 
die Arbeiten 
mwrdr und uw’odo 
in Ueberwindungen der Spannungen der Federn geleistet, welche Spannun- 
ven die Werthe 
oH 2 . cH a 
> und — do =uwo 
haben. Führen wir die p, und x, also in unserem Beispiele r, o, a und « 
als independente Veränderliche ein, so erhalten wir 
dd = 2mw'rdr+2uaw’ odo+(mr’+ ua’o)wdw+ uo’w’ada, 
und man überzeugt sich leicht, dass hier nieht nur die lebendige Kraft nicht 
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integrirender Nenner ist, sondern dass dQ überhaupt keinen integrirenden 
Factor besitzt, durch welchen es in das vollständige Differential einer 
Funetion von r, 0, w und a verwandelt würde. Dieser Fall unterscheidet 
sieh von dem von Herrn v». Helmholtz betrachteten noch insofern. als hier 
durch die Fesselung eine ganz neue independente a eingeführt wird. Da 
aber a eine ganz unabhängige Grösse ist, so können leicht solehe Bedin- 
eungen ersonnen werden, welche a zu einer beliebigen Funetion der p,. 
also von r und ge machen. 

Am einfachsten ist es, wenn man sich die Schraube £ hinweedenkt 
und dafür die Frietionsscheibe 4 irgendwie durch ein Gestänge mit der 
Masse « verbunden denkt. Sei z. B. die Verbindung durch eine vollkommen 
biegsame Stange von constanter Länge bewirkt, deren Enden an « und H 
festgemacht sind, und deren einer Theil immer parallel OD, deren anderer 
immer parallel dem die Masse « tragenden (Juerarme geht, und welche an 
ihrer Biegungsstelle über eine reibungslose Rolle läuft. Dann wäre 

a = 0-+const. 


oder bei passender Wahl der Länge der biegsamen Stange noch einfacher 


Dies würde liefern 

dO = Zmwrdr + 3uw’o’do + (mr’ + uo)wdw = Adr + Ydo + Zdıe, 
und es ist 

B- Sy )- H- ar u: = ) = -2muwg'r. 

0 oO ID c 0 ( 

Die Bedingung der Integrabilität von dQO ist also nicht erfüllt. «a könnte 
natürlich die mannigfachsten Formen erhalten, wenn statt des Rades F und 
der Scheibe @ schon auf der Axe AB ein beliebiger Rotationskörper auf- 
gesteckt wäre, der undrehbar gegen die Axe aber daran reibungslos verschieb- 
bar und durch ein Gestänge mit der Masse m verbunden wäre; auf ihm würde 
direet die Frietionsscheibe H laufen, ähnlich wie es schon Herr ». Helmholtz 
in seinen Abhandlungen angedeutet hat, doch habe ich hier absichtlich das 
Beispiel so einfach wie möglich gewählt. 

Ueber einen Umstand muss ich hier noch eine Bemerkung beifügen: 
die hier angenommenen rotirenden Massen sind nicht symmetrisch um die 
otationsaxe gebaut, doch sieht man sofort, dass dies vollkommen unwesent- 
lich ist, und dass dieselben Formeln auch auf vollkommen symmetrische 
rotirende Körper mit veränderlichem Trägheitsmomente anwendbar wären. 
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Man könnte ja das System sofort in eine Monode verwandeln, indem man sich 
unendlich viele Axen AB und CD vorhanden denkt, auf denen die Massen m 
und « alle möglichen Winkelstellungen haben, wobei natürlich jede Winkel- 
stellung gleich wahrscheinlich sein muss *), allein das in Fig. 1 dargestellte 
System ist dann keine Ergode; denn bezeichnen wir den Positionswinkel S wdt 
irgend einer der Massen m mit W, den irgend einer Masse « mit (2, so werden 
im Verlauf der Zeit sich einem bestimmten Werthe des W alle möglichen 
Werthe von 42 zugesellen, da a im allgemeinen irrational sein wird. Wäre also 


das System eine Ergode, so müssten auch alle möglichen Werthepaare von 


2 a are 
man 5 Rh er & 


vorkommen, welche mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbar sind. 

Es verhält sich das in Fig. 1 dargestellte System in dieser Hinsicht 
wie eine Uentralbewegung in einer nicht geschlossenen Bahn, wo sich eben- 
falls einem bestimmten Werthepaare der rechtwinkligen Coordinaten = und 
y nieht alle mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Richtungen 
zugesellen. Eine Ergode würde erst entstehen, wenn unendlich viele der- 
artige Systeme neben einander bestünden, für welche a alle möglichen 
Werthe hätte und nur die lebendige Kraft constant wäre, sodass alle mög- 
lichen Werthe von » vorkämen und nur » durch die Gleichung der leben- 
digen Kraft bestimmt wäre. 


SD. 

Da die Wirksamkeit der Reibungskraft bei Frietionsrollen nicht ohne 
alle Unklarheit ist, so scheint es mir behufs der möglichsten Präeisirung 
der Begriffe nieht überflüssig zu zeigen, wie sich in dem von uns betrach- 
teten Falle die Reibungskraft auf die Wirksamkeit von Zahnrädern mit 
einer unendlichen Anzahl von Zähnen zurückführen lässt. Sei 0 das Uen- 
trum und OP der Radius eines Zahnrades, dessen Ebene vertical und senk- 
veeht zur Ebene der Figur 3 steht; die Zähne sollen senkrecht auf der 


*) „Jedesmal, wenn jedes einzelne System der Monode im Verlaufe der Zeit alle 
an den verschiedenen ‚Systemen gleichzeitig neben einander vorkommenden Zustände 
durchläuft, kann an Stelle der Monode ein einziges System gesetzt werden. Nur 
müssen dann die Veränderungen der langsam veränderlichen Grössen mit so geringer 
Geschwindigkeit erfolgen, dass sie während der ganzen Zeit unendlich klein bleiben, 
welche das System braucht, um alle seine Zustände zu durchlaufen, und jene Ver- 
änderungen müssen während dieser ganzen Zeit gleiehförmig erfolgen. Für eine solehe 
Monode wurde schon früher die Bezeichnung „isodisch* vorgeschlagen. 
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Ebene des Rades in sehr vielen eoneentrischen Kreisen angeordnet sein, 


jeder nächstfolgende Kreis soll einen Zahn mehr als der vorhergehende 
enthalten. Die Distanz je zweier Zahnreihen soll unendlich klein, die Dieke 
x der Zähne selbst aber unendlich klein höherer Ordnung sein. letzteres, 
damit ein zweites Zahnrad ohne Störung in jede beliebige Zahnreihe ein- 
greifen kann. OR soll der Durchschnitt eines derartigen zweiten Zahnrades 
sein. Die Ebene desselben sei horizontal und ebenfalls senkreeht zur Ebene 
der Figur 3, sein Mittelpunkt sei 0’, v sei die Anzahl seiner Zähne, welche 


in der Radebene liegen, und deren Dieke # ebenfalls gegen die Distanz je 
zweier Zahnreihen des ersten Rades verschwinden soll. Das Rad OR soll 
anfangs in eine Zahnreihe mit »—1 Zähnen eingreifen; durch eine Ver- 
sehiebung parallel mit sich selbst soll es aus dieser Zahnreihe herausge- 
hoben und sanft gegen die nächste gedrückt werden. Es wird sich so 
lange mit der alten Geschwindigkeit drehen, bis es in die neue Zahnreihe 
mit » Zähnen einschnappt; an der Bewegung über diese Zahnreihe hinaus 
soll es dureh einen passenden Anschlag an der Axe verhindert sein. Durch 
einen Druck der beiden Zahnräder gegen einander erfolgt eine unendlich 
kleine Aenderung ihrer Winkelgeschwindigkeit: die früheren Winkelge- 
schwindigkeiten beider Zahnräder sollen mit © und », die neuen mit we, 
und &, bezeichnet werden. Die Distanz je zweier Zahnmitten, welche für 
beide Zahnräder und alle Zahnreihen dieselbe ist, soll 0 heissen; dann 
wird sein 


(n—l)w = vo, 

nw, = vW,. 
(n—1)0 nd vd 
= a und = 


sind die Radien der Zahnräder von der Eingriffstelle an gezählt. Sei f das 


a ne u i nof 
Zeitiniegral des gesammten Druckes an der Eingriffstelle, so sind "und 


2 
RN . a 
57 (ie Momente dieses Integraldrucks bezüglich der beiden Axen. m soll 


das auf die Winkelgeschwindigkeit 1 bezogene Massenmoment der mit dem 
Rade OP verbundenen Masse sein (also das Trägheitsmoment des um die Axe 
0 drehbaren festen Körpers, falls jene Masse fix mit der Axe des ersten 
Rades verbunden ist); dieselbe Bedeutung soll « für das zweite Rad haben. 
Dann ist 

2nm(w—w,) = ndf, 


vöf, ß 


2nu(o, —w) 
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daher 
mv(w—w,) = un(w,—w), 
woraus folgt: 
wıun 


ww, —w = — = r 
TUR (mv?-H- un?) ’ 


Bag gg mv" w au: 
(n—1)(mv’-+ un’) 
Erfolgt der Uebergang continuirlich von Zahnreihe zu Zahnreihe 
bis ©, ® und » die Werthe W, £2 und N angenommen haben, so kann 
das schliessliche Resultat durch Integration nach z» gefunden werden, indem 


6) 


\ , } dis dw dw 1 
man in die vorige Gleichung und statt ©, —w und ®—w schreibt. 


dn dn 
was liefert 
do undn 
WER, (mv’ nr un ») 1 


und dureh Integration 

W= w y(m’+un‘) 

(mv’+uN’) 
während 2 aus der Gleichung 
NW = v2 
folgt. Wie vorauszusehen war, ist die verzehrte Energie unendlich klein 
höherer Ordnung, und es bestätigt sich die im Früheren gemachte Annahme, 
dass die gesammte lebendige Kraft beider Räder durch die allmähliche 
Verschiebung des zweiten unverändert bleibt, denn die Gleichungen 
mW’-+ uf! = mw + uw‘, 
se =vo und NW=vf2 


liefern dieselben Werthe. 


$ 6. 

(renau dieselben Formeln gelten auch für die Flüssigkeitsbewegung 
in zwei in sich zurücklaufenden Kanälen, wenn der Querschnitt des ersten 
INanals veränderlich, aber zu einer gegebenen Zeit an allen Stellen gleich 
ist und dasselbe auch für den zweiten Kanal gilt, und ich will diesen Fall 


hier noch in Kürze behandeln, sei es auch nur zu dem Zwecke, die sehr 


allgemeinen ®. Helmholtzschen Formeln durch ausführliche Discussion eines 
Beispieles dem Verständnisse näher zu bringen. r sei die Länge, g der 
(Juersehnitt, s die als vollkommen eonstant vorausgesetzte Dichte der Flüssig- 
keit im ersten Kanale, f deren Geschwindigkeit. Die gesammte im ersten 
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Kanale enthaltene Flüssigkeitsmasse, welehe wir der Analogie mit dem 
vorigen Probleme halber mit = bezeichnen wollen, ist sgr; die in der Zeit- 
einheit durch den Querschnitt gehende Flüssigkeitsmasse ist 
o=sgf= 
rm 
Dieselben Grössen sollen für den zweiten Kanal mit den entsprechenden 
griechischen Buchstaben bezeichnet werden. Da keine weiteren inneren 
Kräfte existiren sollen, so ist 

= 

L=—B= 1 +9. 

mr’w  uo’w”’ 
Er 
und alle früher entwickelten Formeln sind unverändert, nur mit anderer 
jedeutung der Buchstaben anwendbar. Die Verbindung beider Kanäle kann 
man sich dadurch bewerkstelligt denken, dass in jeden ein Rad taucht, 
dessen Geschwindigkeit in Folge des Mittelswiderstandes immer nur unend- 
lich wenig von der der Flüssigkeit abweicht. Die Umlaufszeiten beider 
Räder stehen dann wie früher durch Frietionsrollen in einem bestimmten 
Verhältnisse, das sich sowie r und o langsam ändern kann. Die ganze 
Vorrichtung läuft darauf hinaus, dass wieder 

o— aw 
wird, wobei a bei unveränderten äusseren Verhältnissen eonstant ist, mit 
der Zeit sich aber langsam beliebig verändern kann. Eine weitere Verall- 
semeinerung ist hier durch die Annahme möglich, dass der Querschnitt y 
an verschiedenen Stellen verschieden ist. Bezeiehnen wir mit » die von 
einem bestimmten Quersehnitte an gezählte Flüssigkeitsmasse, so kann dann 
g als eine langsam veränderliche Function von » betrachtet werden; /dn 


> 4 .. ® \ 1 Y .. . ® D 
ist die unveränderliche (Gresammtmasse der Flüssiekeit, wodurch wir uns 
n u 


r als bestimmt denken; dr» kann also als der Variation unfähig betrachtet 


werden. Dann ist 
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der Werth von s, für den ersten Kanal ist 


oL w 'dn 
ow 


2 Br" 
s « g 


Die auf Deformation des Kanales verwendete Arbeit ist 


IL = / wu: MR 


9 
wobei d jede durch Deformation der Kanäle erzeugte Veränderung be- 
zeichnet. Dann ist 


dO = wd( / - )rwd(f = ) 


wdıw - 2’ je wdo fdv 2w’ /'dvöy 
de. (de ee Eee: 
2 3 2 2 5 3 


a g ee y' 
welcher Ausdruck wieder im allgemeinen keinen integrirenden Faetor be- 
sitzt, wenn & = wa ist und w, a, g und y entweder alle independent ver- 
änderlich sind oder a irgendwie durch g und y bestimmt ist ®). 
Graz, den 9. October 1884. 


*) Unmittelbar vor der Expedition des letzten Correeturbogens sah ich im vorigen 
Hefte dieses Journals den 2. Aufsatz des Herrn v. Helmholtz über diesen Gegenstand, 
welcher offenbar ebenso wichtig und inhaltsreich wie der erste ist. Ich bin natürlielı 
nicht mehr in der Lage denselben hier irgendwie zu benützen und bemerke nur, dass 
mir meine Einwände auch gegenüber der von Herrn ». Helmholtz in SS gegebenen 
Deduction haltbar zu sein scheinen, falls selbe beweisen soll, dass in allen physika 
lisch möglichen monoeyklischen Systemen die lebendige Kraft bedingungslos integri- 
render Nenner von dO ist. Diese Deduction scheint mir vielmehr bloss darzuthun, 
dass, wenn überhaupt integrirende Factoren existiren, einer davon die reeiproke 
lebendige Kraft sein muss. 

Graz, den 8. Dezember 1884. 
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Note in eonnexion with the hyperelliptie integerals 
yp p S 
of the first order. 
(By professor A. Cayley at Cambridge.) 


In the early paper by Mr. Weierstrass „Zur T’heorie der Abelschen 
Funetionen“ this Journal t. 47 (1854) pp. 289— 306, we have pp. 302—303, 
certain equations (43.), and (stated to be deduced from them) an equation 
(49.). Taking for greater simplieity »=2, the equations (43.) written at 
full length are 
Kude—-KoaJutKada—-KaJı=0, Kıda-Kı:dı+ Kda- Kal = 0, 
(43.) K,Ja—K.Jı+ KaJa-Kadı=0, Kodı-Kude+Kadı— K,J. = 0, 
K,Jı—-KıJdıt+ Kada—Kadı =4n, K,J)3—K,J,+K»J.—K,J., = In, 


viz. in the theory of the hyperelliptie functions depending on the radieal 





N 
ti 


YEe-a,.2—4,.2—4,.02—4,.2—a,, these are relations between the eieht inte- 
orals K of the first kind, and the eight integrals J of the second kind. 
Each equation contains both K’s and J’s, and there is not in the paper 
any express mention of a relation between the Ks only, which oceurs in 
Rosenhain’s Memoir, and is a leading equation in the theory. But taking 
as before n=2, and for ‘the @s which oceur in (49.) substituting their 
values as obtained from the preceding equations (46.) and (47.), the equa- 
tion becomes 
(49) Ku,kK.—-K,K,+K.K.-K,K,. = 0, 
which is the equation in question: it is the equation 8,9; —0,0%,+9,0,-- 0,0, — V) 
of Hermite's Memoir „Sur la theorie de la transformation des fonetions 
Abeliennes“ Comptes Rendus t. 40 (1855). 
It is interesting to see how the equation (49.) is derived from the 
equations (43.). I write for greater convenience 
Me Bi Bas ann Ir Ian Bl A In Far Sa 
„Eu u EC Deu, A 5 EP, yY, d. 


“ N “ > 2) “ N ” fl . 








96 Cayley, note on hyperelliptic integrals of Ihe first order. 


The given equations then are 
ein +60 —-Dy =0, Aß'—Ba+C—-Dy=0, 
(43.) Aß—-Bo+Cd—Dy=0, APB-—Ba' +0 —-Dy =0, 
a Cy—-Cy=1!n, BP —B'$+D—-DI = 1 
and it is required to show that these lead to the relation 
(49) AC-AC+BD-BD =. 


From the first and fourth equations, and from the second and third equa- 


1; 


tions of (43.), we deduce 
(AC-ACO)P +(Ce—-Co)B-+(Cy-Cy)D = 0, 
(AC-AC)P+(Ce—- Ce)B+(Cy—-Cy)D = 0, 
and again from the first and third equations, and from the second and fourth 
equations of (43.), we deduce 
(BD—-B'D)« +(DP'—D'P)A+(D—-DIC = 0, 
(BD—-bB’D)e@+(DP'—D'P) A+(Dö--D'Ö)C = 0. 
T'hese pairs of equations give respectively 
AU—-A'C: Ca —Ca:Cy-Cy = BD—-B'D:DP-D'P:—(BP'—B'P); 
and 
AU - ACC: Ca —Ca:—(Aed—Ao) = BD-B'D:DP%-D'P:Do—D'; 
whenece putting for shortness Ad —A'o, BP --B’P, Cy'—UC'y, Dö'—-D'd=a, b, e, d, 
we have 
AU'— A'C C a 


BD-BED”" 5” 77; Whene ab= ed. 


But the last two of the equations (43.) are 


atce=1In, b+d=1n; 


ab b 


we have thus a+ge=b+d, =b+ Dre „(ate); or since a+c, = Ina, 
is not= 0, this gives b=c, whence also a=d, and we have 
er l, that i 
’ Rn We a S 
BD'— B'D R; ! 


AC-A'C+BD'-BD = 0, 


the required equation. 


Cambridge, 10!%. September 1884. 
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Ueber Integrale transcendenter Functionen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Bekanntlich hat Abel den für die Ausbildung der Integralreehnung 
fundamentalen Satz bewiesen, dass, wenn 


/ dx, 


worin y eine algebraische Function von x bedeutet, selbst eine algebraische 
Funetion ist, diese letztere sich auch als rationale Funetion von x und y 
darstellen lässt, und ähnliche Sätze für Integrale algebraischer Functionen, 
welche sich durch Logarithmen und elliptische Integrale ausführen lassen, 
und die auch in noch weiterer Ausdehnung sämmtlich eine einheitliche Dar- 
stellung zulassen. Ich habe schon früher in einigen Arbeiten in diesem 
Journal und zuletzt in meinen „Allg. Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgleichungen“ diese Sätze dahin verallgemeinert, dass ich statt der 
das Integral /y dx = z definirenden Differentialgleichung 


dz 65 
Y 


eine allgemeine nicht homogene lineare Differentialgleichung beliebiger Ord- 
nung zu Grunde legte und die Abelschen Sätze umfassende, ziemlich all- 
gemeine T'hheoreme über die Form der Integrale solcher Differentialglei- 
chungen aufstellte, sofern sich dieselben durch algebraische Funetionen 
oder durch Integrale mit algebraischen Grenzen darstellen lassen *%). Im 
Folgenden beabsichtige ich diese Untersuchungen und somit auch die Sätze 
von Abel nach einer anderen Seite hin zu erweitern, auf welche ich bei 
der Behandlung der Frage geführt wurde, welche Transcendenten integrirt 
wieder in algebraischer Form auf dieselben T'ranscendenten zurückführen: 


 *) In einer demnächst in diesem Journal erscheinenden grösseren Arbeit werden 

diese Sätze zum vollständigen Abschluss gebracht, und die schon früher für speeielle 
Fälle gefundenen Beziehungen zur Kreistheilung und complexen Multiplieation der 
Abelschen Integrale allgemein entwickelt. 
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ich werde mich bei der Darstellung auf die Entwicklung derjenigen Punkte 
beschränken, welche zu dem in meinen früheren Untersuchungen ausge- 
führten wesentlich Neues hinzufügen, für das Weitere jedoch auf die von 
mir oben angeführten „Allgem. Untersuchungen“ verweisen. 

Sei y, ein Integral der algebraischen Differentialgleichung 


ET) 0, 
in welcher fi, f, -.. f, rationale Functionen bedeuten; sei ferner 


‚ U 
Ir Yıryı,... Yo )de, 

worin « eine positive ganze Zahl und f eine algebraische Function be- 
deutet, welche durch die mit Adjungirung der Grössen z, Yı, Yı, -.. 4” 
irreduetible Gleichung 

[4 N) ' m ö- ! m 

2) Fr yo ya FT + +90 Ya ya Yin) = 0 
definirt ist, algebraisch durch eben diese Transcendente und deren Ablei- 
tungen in der Form ausdrückbar 


‘ y ' Pr ' = ' m 
(3.) If, YyYı,..-Yio)de = Fa, yı, Yır---Yi”), 
indem man die höheren Ableitungen von y, vermöge (1.) rational durch 
die niederen ausdrücken kann, so wird, wenn 
7 ' m _ 
4) Fa, yı,yı..yi7) = Yı 
gesetzt wird, Y, die Lösung einer algebraischen Gleichung sein, deren 
Coeffieienten rational aus &, Yı, Yı, --- 9 zusammengesetzt sind und die 
wir, indem wir mit diesen Grössen noch f(z, yı, Yı. --. 91) selbst adjungiren, 
in irreduetibler Form durch 
- u; . 22 ! (n D ", 7 ' m EM 
(9.) Y+F(a 43 yo U, MY ++ Ray yo... N) = 0 
darstellen wollen. Da nun aus (3.) vermöge (4.) durch Differentiation 


» ! uyN Ay 

(6) fm... 9) = — 
. * 1: day, 
folgt, sich ferner aber aus (d.) vermöge der Gleichungen (1.) und (2.) “7 


als rationale Funetion von Y,, =, Yı, Yı, ++. 94”, f ergiebt, so wird (6.) 
eine algebraische Gleiehung in Y, mit in z, yı, %ı, -». 94”, f rationalen 
Coetficienten liefern und somit durch alle Lösungen der irreduetibeln Glei- 
chung (9.) befriedigt werden müssen, also, wenn Y, eine von Y, verschiedene 


Lösung derselben bezeichnet. auch 
— > f ( .) Wi 
(1) Far I + Mi ) — 


sein. Da aber aus (6.) und (7.) folgt, dass Y, sich von Y, nur um eine 


dY, 


dr 


/ 
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Constante unterscheiden kann, andererseits aber diese Beziehung zwischen 
zwei Lösungen einer irreduetibeln Gleichung nie statthaben darf, so folgt, dass 
die Gleichung (5.) vom ersten Grade und daher Y, oder F(z, yı. yı. ... 9”) 
rational durch z, Yı, Yı, --- 94”, f ausdrückbar sein muss; wir erhalten somit 
den folgenden Satz: 

Wenn für ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung die 
Ouadratur über eine algebraische Function dieses Integrales, dessen Ableitungen 
und der unabhängigen Variabeln eine algebraische Function eben dieser Grössen 
ist, so lässt sich diese als rationale Function des Integrales, dessen Ablei- 
fungen, der unabhängigen Variabeln und der Basis der Quadratur darstellen. 


Da die Differentiation der nun bestehenden Gleichung 


(8.) If. ek) = alt, 


in welcher »® eine rationale Funetion bedeutet, mit Hülfe von (1.) und 


SW 
. 


DI 


eine algebraische Gleichung in f liefert, deren Coeffieienten denen von (2.) 
eleichartig sind, so werden vermöge der Irreduetibilität der Gleichung (2.) 
auch alle Lösungen dieser der Gleichung (8.) genügen, und es wird sich 
somit der Satz ergeben: 

Ist die Quadratur einer algebraischen Function des Integrales einer 
algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen in eben diesen 
(Grössen algebraisch, also auch rational in diesen Grössen und der Basis der 
Quadratur ausdrückbar, so bleibt die Form des rationalen Ausdruckes der 
Quadratur bestehen, wenn statt der Basis irgend ein anderer Zweig dieser 
algebraischen Function gesetzt wird. 

Es mag, was unmittelbar einzusehen ist, noch hinzugefügt werden, 
dass, wenn die Differentialgleichung (1.) in Bezug auf den höchsten Diffe- 
rentialquotienten y”) linear ist, stets eine Reduction auf eine rationale Fune- 
tion von z, y und nur den m—1 ersten Ableitungen dieser Transcendenten 
möglich ist. 

Um nun das Verhalten anderer Integrale der Differentialgleichung 
(1.) zur Relation (3.) zu untersuchen, machen wir die Annahme, dass diese 
algebraische Differentialgleichung mt" Ordnung in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten y'” algebraisch irreduetibel sei, und dass das Integral 
y, nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung von niederer Ord- 
nung als der m'e" senüge; leitet man dann aus der Gleichung (8.) durch 


Differentiation die Beziehung ab: 


a 
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\ = ot CV m oo d 
(9.) f(®; YıYı-. 919) = er 23 yi+-- ee dyen 9 y\ +), £ > f 


de’ 


denkt sich y"'"” vermöge der ee (1.) rational durch die 


df 


niederen Ableitungen ausgedrückt, ferner —— als rationale Function von f 


dx 
mit Hülfe der Gleichung (2.) substituirt, endlich, wenn fi, fa, -.- fs die 
ö Lösungen der Gleichung (2.) bedeuten, das Produet gebildet 


d . ı u 00 1910) ’ Ow m e10) dfx 
(10.) 11,/.@; Yır Yır ++ Yı Ze a ya ayam Yi ee of, =, 


dx 

so wird die linke Seite von (10.) als eine rationale symmetrische Funetion 
von fi, f, -.. fs Sich vermöge der Gleichung (2.) in einen in x, y, und 
dessen Ableitungen rationalen Ausdruck umgestalten lassen und daher nach 
einem bekannten Satze *) durch jedes Integral der Differentialgleichung 
(1.) befriedigt werden; wir erhalten somit, da in dem Producte (10.) für 
jedes andere Integral von (2.) nothwendig einer der Factoren Null werden 
muss, ausserdem aber nach dem vorigen Satze das Verschwinden eines 
Factors das aller übrigen Factoren nach sich zieht, den folgenden Satz: 

Wenn die Quadratur einer algebraischen Function des Integrales einer 
algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen sich durch eben 
dieses Integral und dessen Ableitungen algebraisch ausdrücken lässt, so wird 
unter der Voraussetzung, dass die Differentialgleichung in Bezug auf den höch- 
sten Differentialqguotienten algebraisch irreductibel ist, und das Integral nicht 
schon eier gleichartigen algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung 
(renüge leistet, eben diese Quadralur für jeden Zweig ihrer Basis und für 
jedes Integral der algebraischen Differentialgleichung durch dieselbe rationale 
Function des Integrales der Differentialgleichung, dessen Ableitungen bis zur 
Ordnung der Differentialgleichung und des resp. Zweiges der Basis der Oua- 
dratur ausgedrückt werden können. 

Ist die Basis der Quadratur selbst eine rationale Funetion der 'Tran- 
seendenten und deren Ableitungen, so wird unter der gemachten Voraus- 
setzung auch die Quadratur rational aus eben diesen Grössen zusammen- 
gesetzt sein; da aber jede rationale Function von &, 9%, Yı, -+- 9” sich 
vermöge der Gleichung (1.) als ganze Function (A—1)ten act in yi” dar- 


(m—1) 


stellen lässt, deren Coefficienten rational aus x, Yı, Yı, --: 9 zusammen- 


gesetzt sind, so folgt, dass 


*) s. meine „Allgem. Untersuchungen“ Seite D. 
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wenn die Quadratur einer rationalen Function eines Integrales der alge- 
braischen Differentialgleichung (1.) und dessen Ableitungen sich durch eben 
dieses Integral und dessen Ableitungen algebraisch ausdrücken lässt, dieselbe 
sich auch als eine ganze Function ()—1)"" Grades in dem höchsten Diffe- 
rentialquotienten, deren Coefficienten rational aus dem Integral und den niederen 
Differentialquotienten zusammengesetzt sind, darstellen lassen wird, und, wenn 
die Differentia'gleichung den oben gemachten Voraussetzungen unterliegt, so 
wird die Darstellung der Quadratur durch diese ganze Function für jedes Inte- 
gral der Differentialgleichung bestehen bleiben. 

Aber die hergeleiteten Sätze bleiben nicht darauf beschränkt, dass 
die Quadratur 


/f; Ir Ir N) dr 


sich algebraisch durch y, und dessen Ableitungen ausdrücken lässt, sondern 

selten auch, wie wir sehen werden, für den weit allgemeineren Fall, dass 

dieselbe durch eine beliebige Anzahl von particulären Integralen der Diffe- 

rentialgleichung (1.) und deren Ableitungen algebraisch darstellbar ist. 
Denn sei 


ZEE | /f®; Y Ye d)dz 
32.) “ 
4 ( m) ' (m )" 


= F (a, yı, Yırı-- Yin Ya Yayııı Y' 
worin F eine algebraische Function, 9, Y», -.- Y, Integrale der Differential- 
gleichung (1.) bedeuten, so ist unmittelbar zu sehen, dass sich genau wie 
oben die rationale Darstellbarkeit der Function F in den o Integralen, deren 
Ableitungen und der Basis der Quadratur herleiten lässt, und dass diese 
Darstellung auch für jeden Zweig der Funetion f erhalten bleibt; sei nun 
die der Gleichung (10.) analoge Beziehung 


5 , P 
\r, ' (wu) cew 0oW , oo (m +1) 
II f, ( I U Y ... Y Bay x gl P ? re Arne } r 
z u 3 a1 213 NA . ) Yı ur Yı 
AP de 0y, öyı) 

1 0 , 0 (m+1) co df,\ N 
.— ’ —..1 m ? — - , x a 

OY, I; oy") I; of; d.r \ 





so liefert dieselbe einen algebraischen rationalen Zusammenhang zwischen 
den g Integralen der Differentialgleichung (1.) und den Ableitungen der- 
selben. Specialisirt man aber den von mir („Allg. Untersuchungen® $ 5 
gegebenen Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung für eine 
Differentialgleichung, so nimmt derselbe die folgende Form an: 
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Besteht zwischen particulären Integralen einer in Bezug auf den höchsten 
Differentialguotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung und deren 
Ableitungen eine algebraische Relation, und ist eines dieser Integrale derart, dass 
es nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, 
so bleibt die algebraische Relation erhalten, wenn man für dieses Integral ein 
beliebiges anderes Integral dieser Differentialgleichung setzt, vorausgesetzt, dass 
für die anderen passende Integrale eben derselben substituirt werden, 

und wenn daher die Differentialgleichung (1.) sowie das Integral y, 
den oben gestellten Bedingungen unterliegt, so wird die Gleichung (12.) uni 
daher mit Benutzung der oben gemachten Bemerkung auch die Gleichung 
(11.) bestehen bleiben, wenn man statt y, irgend ein anderes Integral der 
Differentialgleichung und auf der rechten Seite für y,, ... y, passende In- 
tegrale eben dieser substituirt. Fassen wir alles dies zusammen, so ergiebt 
sich der folgende allgemeine Satz: 

Wenn die Quadratur einer algebraischen Function des Integrales einer 
algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen sich durch eine An- 
zahl 9 von Integralen eben dieser Differentialgleichung und deren Ableitungen 
algebraisch ausdrücken lässt, so wird sich unter der Voraussetzung, dass die 
Differentialgleichung in Bezug auf den höchsten Differentialguotienten alge- 
braisch irreductibel ist und das in der Basis vorkommende Integral nicht schon 
einer gleichartigen algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung ange- 
hört, eben diese Quadratur für jeden Zweig ihrer Basis und für jedes 
Integral der algebraischen Differentialgleichung durch dieselbe rationale 
Function von 9 Integralen der Differentialgleichung, deren Ableitungen und dem 
resp. Zweige der Basis der Quadratur ausdrücken lassen. 

Es braucht kaum hinzugefügt zu werden, dass dieser Satz auch 
keine Aenderung erleidet, wenn die Basis der Quadratur eine algebraische 
Function von beliebig vielen Integralen der Differentialgleichung (1.) und 
deren Ableitungen ist; der Fall, dass in der Basis der Quadratur Integrale 
verschiedener Differentialgleiehungen enthalten sind, wird in der unmittelbar 
folgenden Untersuchung eingeschlossen sein, welche die hier für eine Qua- 
dratur, d.h. für die Lösung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

dz 


dx 


(u)\ 


= (a, Yır Ya Yi) 


gewonnenen Resultate auf beliebige lineare nicht homogene Differentialglei- 


chungen übertragen soll. 
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Sei die lineare nicht homogene Differentialgleichung u!“ Ordnung 
wegeben 
>) Bi U) be 


BETTY, se a N. Y, NM 


07/17 


a8) (+ Yu Yin Yo Yan Y 


in welcher fi, fa, --- fu, f algebraische Functionen bedeuten, und Y,, Y:, ... Y, 
Integrale algebraischer Differentialgleichungen von der m,, m, ... m,ter 
Ordnung 

m, A, ’ ' m, —1 m,)’ 1 ı dp ' m, —!) 
y"ı+F.@Y,Y,... YEad)yew°7 ıL..+-F,@,YY,.. yvHm)=0, 
(14.) . . . . 0 . . . . . . . . . . . * . . . * . . r 





A .,—1 
m) ® (m ,—1) (m) ® ' m „—1)\ 
Ye +. Y,Y',...YT)Y" +4, @YY),..Y”)=0 


darstellen, wenn F,, rationale Functionen sind, und besitze die Differential- 
eleichung (13.) ein nz, Y,, Y.,... Y, und deren Ableitungen algebraisches 


[ 
s 


Integral z,, welches durch die mit Adjungirung der Grössen 


N (m ‚) 
2, Y, Hy... 29, ...Y,YV,... Y“ 


g3 0 
und der algebraischen Funetionen fi, fi; --- fi, f irreduetible Gleichung 
definirt sein mag 


y r(m ,) D Bu 
(+, Yu I + 9, Ye N ee NE 


(15.) 
\ , r ! rı N 
| +go,(2,Yı,Yı,.-- Y,. 2,7 Rn ABS 5 — (, 
so wird sich 2, 2 “2 aus (15.) mit Hülfe der Gleichungen (14. 
’ k) , dx 2) dx? ‚) ... dx“ < > q .) u w (le Bi © J IL gen \ .j 


und der die Functionen fi, fi, - - - f, f definirenden algebraischen Glei- 
fir ».. fo, f ergeben, und diese Werthe in (13.) eingesetzt liefern daher eine 
algebraische Gleichung in z, mit Coeffieienten, welche denen von (15.) 


E ° a . (m 7 (m 
chungen als rationale Funetionen von z,, z, Yı. :-. Y"), ... Y,.... Ye, 


gleichartig sind, die somit durch alle Lösungen von (15.) befriedigt wird; 
seien die Lösungen von (15.) 2, 2, ... z,, $o werden somit bekannten 
Schlüssen zufolge diese Werthe Integrale der Differentialgleichung (13.) 
sein, diese daher auch durch 

1 1 

(I6 \ I Fa 7 A 7 (m,) 7 Au (m) > y 
16.) ‚„(4ı+2+-+3,) = ——p(z, Fam Ei Be Ende Fehl) 
erfüllt sein, welches rational aus Y,, ... Y,, deren Ableitungen und den 
Coeificienten der linearen Differentialgleichung zusammengesetzt ist. Da 
aber (13.) nur dann ein eonstantes Integral C haben kann, wenn dieselbe 
durch die Substitution 3-C = Z in eine homogene lineare übergeht 











104 Königsberger, über Integrale transcendenter Functionen. 


welchen Fall wir ausschliessen dürfen — so erhalten wir den folgenden 
ganz allgemeinen Satz: 

Wenn eine nicht homogene lineare Differentialgleichung, deren Coef- 
ficienten algebraische Functionen von Integralen algebraischer Differentialglei- 
chungen sind, ein in diesen Integralen und deren Ableitungen algebraisches 
Integral besitzt, so existirt auch ein in diesen Integralen, deren Ableitungen 
und den Coefficienten der Differentialgleichung rationales Integral; es e.wistirt 
also auch ein in den Integralen und deren Ableitungen selbst rationales Inte- 
gral, wenn die Coefficienten der Differentialgleichung rational aus diesen zu- 
sammengeselzt sind. 

Da nun bekanntlich stets eine algebraische Function 

oz, Ya, Yırcı Yo) Yan eo: Yon Ws +) 
existirt, durch welche die e+1 algebraischen Funetionen fi, ... f,, f von 
2, Y,, Yı, ..- Y,, Y, mit Hülfe eben dieser Grössen rational ausgedrückt 
werden können, so kann der vorige Satz auch folgendermassen ausge- 
sprochen werden: 

Wenn eine nicht homogene lineare Differentialgleichung, deren Coef- 
ficienten algebraische Functionen von Integralen algebraischer Differentialglei- 
chungen sind, ein in diesen Integralen und deren Ableitungen algebraisches 
Integral besitzt, so existirl auch ein Integral der Differentialgleichung, weiches 
sich ralional zusammenselzt aus eben diesen Integralen, deren Ableitungen und 
einer algebraischen Function dieser Grössen, welche eine solche lineare Ver- 
bindung der Coefficienten der Differentialgleichung darstellt, durch welche alle 
diese Coefficienten rational ausdrückbar sind. 

Mag diese Hülfsfunetion der irreductibeln algebraischen Gleichung 
(17) s!+a,(, Yı, Yır.-- Yo; Vs.) +.+0(&, Yı, Yır Yo Yas) = 0 
genügen, in welcher &,, @,, ... ®, rationale Funetionen bedeuten, so wird 
also ein Integral der Differentialgleichung (13.) von der Form existiren 

(18) 3 = a, Yı, + Yo5 Yos ++ w), 
worin /2 eine rationale Verbindung darstellt, und dieser Werth in die Diffe- 
rentialgleichung eingesetzt wird dieselbe in eine ganze Function von » mit 
Coetfieienten, welche denen von (17.) gleichartig sind, verwandeln, so dass 
sämmtliche Lösungen von (17.) auch dieser Gleichung genügen werden, und 
daher der Satz folgt, 


dass die Form des Integrales (18.) erhalten bleibt für alle linearen 
Differentialgleichungen (13.), die aus der gegebenen entstehen, wenn für die 
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Coefficienten fi. fax »-- fi, f diejenigen algebraischen Functionen von x, Y,. 
Yı,... Y,, Y,; --- gesetzt werden, welche sich aus den rationalen Ausdrücken 
dieser Functionen durch & vermöge der Substitution irgend einer anderen 
Lösung der Gleichung (1%.) ergeben. 

Will man die Coefficienten der linken Seite der linearen Differential- 
sleichung (13.) beibehalten und nur die rechte Seite derselben ändern. so 
kann man die rechte Seite f als die Lösung einer algebraischen Gleichung 
auffassen, deren Öoefficienten rational aus x, Y,, Yı,... Y,. Vs... fu» far». f 
zusammengesetzt sind und die mit Adjungirung eben dieser Grössen irre- 
duetibel ist; da nun ein Integral existirt, welches eine rationale Funetion 
aller Coeffieienten der Differentialgleichung ist, so wird sich durch Einsetzen 
desselben in diese eine rationale Gleichung in f ergeben, welche durch alle 
Lösungen der oben gebildeten befriedigt werden muss, 

so dass alle nicht homogenen linearen Differentialgleichungen, welche 
aus der gegebenen hervorgehen, indem man für die rechte Seite jede Lösung 
der in f gebildeten algebraischen Gleichung setzt, gleichartige Integrale besitzen. 


die in der angegebenen Weise aus einander entstehen. 


Sei nun die nieht homogene lineare Differentialgleichung gegeben 
PrrRIE, Isa + +, Fr, Pine. Ii)s 


48). TEE: 
Buzz... Meer 

in welcher fi, fa, -.. f„ rationale, f eine algebraische Funetion und Y, ein 

Integral der im höchsten Differentialquotienten algebraisch irreduetibeln 

Gleichung 

20) YO4RGK,YY,;.. YerDYo''ı.+ Ra, Y,Y',... y"-2) = 0 


sein soll, welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung 
uiederer Ordnung angehört; besitze ferner die lineare Differentialgleichung 
19.) ein algebraisch aus x, Y, und dessen Ableitungen zusammengesetztes 
Integral, so giebt es nach den vorigen Sätzen auch ein in x, Y,, dessen 
Ableitungen und f(z, Y,, Y;,... Y”’) rational zusammengesetztes Integral, 
und wird dieses wieder in (19.) eingesetzt, so erhält man eine algebraische 
rationale Gleichung in f, welehe dadureh rational gemacht wird, dass man 
f alle Zweige der sie definirenden irreduetibeln Gleiehung durchlaufen lässt 
und das Produet der so entstehenden Ausdrücke bildet. Dadurch ergiebt 
sich aber eine rationale Gleichung in Y,, Y!, ... Y(”, welehe bekanntlich 
durch alle Integrale der Y, definirenden Differentialgleichung (20.) befrie- 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 2. 14 
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digt werden muss; da aber nach dem vorigen Satze, wenn die Differential- 
oleiehung für einen Zweig von f befriedigt ist, derselben durch die gleich- 
artige Function für alle Zweige genügt wird, so ergiebt sich der naclı- 
tolgende >Satz: 
Wenn eine nicht lineare homogene Differentialgleichung 
smLfle, F, I... Hate TI ABEND) 
in welcher fi, f. »-. f„ rationale Functionen, f eine algebraische Function 
bedeuten, ferner NY, ein Integral einer in dem höchsten Differentialquotienten 
algebraisch irreductibeln Differentialgleichung 
TE A ME LE 


vorstellt, welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer 


3 


Ordnung angehört, ein in x, },, F;. ... algebraisch ausdrückbares Integral be- 
sitzi, so hat sie auch ein in z, F,, Fı, --. Fr und f(z, Y., Fi, ... F 
rationales Integral, und dieser letztere Ausdruck bleibt ein Integral, wenn 
man in der Differentialgleichung und im Integralausdrucke für f irgend einen 
anderen Zweig dieser Function und statt Y, irgend ein anderes Integral der 
Differentialgleichung F=V substitwirt. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie aus der Existenz eines in «, } 
N,... 4,8%, ».. algebraischen Integrales einer nicht linearen homogenen 
Ditferentialgleichung (13.) auf die Existenz eines in den Covefficienten dieser 
Differentialgleichung rationalen Integrales geschlossen werden kann, wollen 
wir nunmehr unter gewissen Voraussetzungen die Form eines jeder in jenen 
Grössen algebraischen Integrales untersuchen. Nachdem oben gezeigt 
worden, dass jede Lösung der Gleichung (15.) ein Integral der Differen- 
tialgleiehung (13.) ist, folgt unmittelbar, dass, wenn zwei jener Lösungen 
mit z, und 2, bezeichnet werden, 3,—z, ein Integral der homogenen linearen 
Ditterenttalgleichung 
21.) re ee + E Pa Hs) 0 
ist, und zwar ein in den Grössen «, F,. F\,.... F,, F;, ... algebraisch aus- 


drückbares Integral. Nehmen wir nun an, dass die redueirte Differential- 
sleichung (21.) gar keine algebraisch aus diesen Grössen zusammengesetzten 
Integrale besitzt, oder nur solche, welche rational durch diese Grössen und 
die Coeftieienten der Differentialgleiehung ausdrückbar sind, so muss 


ee rc ee 





»—-2=0 oder z, 


sein, worin » eine rationale Function bedeutet, was jedoch in beiden 
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Fällen nach bekannten Eigenschaften irreduetibler algebraischer Gleichungen 


mit der Gleiehung (15.) nicht vereinbar ist: es ergiebt sich somit deı 
tolgende Satz: 

Hat eine nicht homogene lineare Differentialgleichung, deren Coeffieienten 
algebraische Functionen von Integralen algebraischer Differentialgleichungen 
ınd deren Ableitungen sind, ein in diesen Integralen und deren Ableitungen 
algebraisches Integral, so muss sich dieses als rationale Function eben dieseı 
Grössen und der Coefficienten der Differentialgleichung darstellen lassen, vor- 


ausgesetzt, dass die redueirte Differentialgleichung gar kein algebraisches Inte- 


gral der Art oder nur in den Coefficienten der gegebenen Differentialgleichun: 


rational ausdrückbare Integrale besitzt. 
Lässt sich die Quadratur einer algebraischen Funetion des Inteerales 
einer algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen auf den 


Logarithmus einer eben solehen Funetion redueiren, ist also 


/f(e. Yı3 Yı,..- Y) dx logF(r, y,. Yyı,... y(” 


so werden offenbar ganz ähnliche Schlüsse zeigen, dass eben diese Quadrat; 
auch durch den mit einer Constanten multiplieirten Logarilhmus einer in y,. 
dessen Ableitungen und der Basis der Quadratur rational ausdrückbarer Fune- 
tion dargestellt werden kann, und ebenso allgemeiner, dass, wenn jene Oua- 
dratur durch elliptische und Abelsche Integrale ausdrückbar ist, deren Grenzen 
algebraische Functionen von y, und dessen Ableitungen sind, ebensolche Inte- 
grale mit Grenzen, welche Gleichungen genügen, deren Coefficienten ralionat 
aus Y,, dessen Ableitungen und der Basis der Quadratur zusammengesetzt sind. 
an die Stelle treten werden, 

und genau so lassen sich die im $ 11 und $ 14 meiner „Alloem. 
Untersuchungen“ für lineare nicht homogene Ditferentialgleichungen mit 
algebraischen Coefficienten ausgeführten Untersuchungen auf den Fall deı 
Differentialgleichungen übertragen, deren Coeffiecienten algebraisch aus Inte 
gralen algebraischer Differentialgleichungen und deren Ableitungen zu- 
sammengesetzt sind. 

Es sind somit die Abelschen Sätze nach zwei Seiten hin erweitert. 
indem einerseits statt der algebraischen Function der unabhängigen Variabeln 
unter dem Integralzeichen eine solche Funetion von Integralen beliebiger 
algebraischer Differentialgleicehungen gesetzt ist, andererseits an Stelle der 
(Juadratur selbst das Integral einer allgemeinen nicht homogenen linearen 


14* 








108 Königsberger, über Integrale transcendenter Funectionen. 


Differentialgleichung getreten ist, für welche die Untersuchungen und die den 


RAN, a u 
RE RER ; 


Abelschen analogen Sätze wiederum nach zwei Richtungen hin erweitert 
werden konnten. 

Es soll nun im Folgenden, um die Anwendbarkeit dieser Prineipien 
und Sätze zu zeigen, eine Frage erörtert werden, welche ich in den ein- 
fachsten Fällen bereits in meinen „Allgemeinen Untersuchungen“ behandeln 
konnte, und die ich nunmehr hier in ihrer ganzen Allgemeinheit angreifen will. 

Es ist aus den Elementen der Integralreehnung bekannt, dass man 
ausgedehnte Klassen von Integralen, für welche die Funetion unter denı 
Integral die Transcendenten 


e, sinz, logz, arcsinz,: u.8. w. 


< 





in algebraischer Weise mit = verbunden enthält, ausführen, d. h. auf alge- 
braische Functionen von x und der unter dem Integral vorkommenden 
T'ranseendenten zurückführen kann; ich habe ferner im $ 2 meiner „Allge- 
meinen Untersuchungen“ die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür aufgestellt, dass 


yda 4 Indı 
e/ und [e dx. 


worin y eine algebraische Funetion von & bedeutet, zu einander in einer alge 


braischen Beziehung stehen, oder anders ausgedrückt, wann die Quadratu 


/zdı 


algebraisch durch x und 3 ausgedrückt werden kann, wenn z das Integral 
der linearen homogenen Differentialgleichung 

dz 

- 
ist — ich will mieh nunmehr mit der Aufgabe beschäftigen, die Beschaffen- 
heit aller derjenigen Transeendenten anzugeben, deren Integral sich als eine 
aleebraische Function der unabhängigen Variabeln und eben dieser 'Tran- 
seendenten darstellen lässt. 

Sei y, eine transcendente Function, für welche 
(22.) /yıdı = Fiz, yı) 


ist, wenn F eine algebraische Funetion bedeutet, so ist aus der der Glei- 
chung (22.) zugehörigen Differentialgleichung 


be) 
PERS oF(z,y,) oF(z,y) 
ER Aeaseerr reh ey 


oOXx N y, 


unmittelbar zu ersehen, 
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dass jede Transcendente der angegebenen Eigenschaft das Integral einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung sein muss, somit einer irre- 
ductibeln Differentialgleichung höherer Ordnung nicht angehören kann. 

Die Gleichung (23.) kann, in Bezug auf x und y, rational gemacht. 
mit Adjungirung von z und y, in Bezug auf y, reduetibel sein; sei die 
algebraisch irreduetible Gleichung, die y,, yı zur Lösung hat, 

(24) HN ray) 0, 
so wird einerseits jedes Integral der Differentialgleiehung (24.) der Glei- 
chung (23.) für einen Zweig von F genügen, also auch die durch (22. 
definirte Eigenschaft besitzen, andererseits wird, wenn die Transcendente y 
das Integral irgend einer — nach dem Früheren selbstverständlich reduetibeln 
Differentialgleiehung höherer Ordnung 


” 


5 5 # ' " (m) \ 

25.) Fia,yy',y',..y) = 0 
war, weil (24.) in Bezug auf y’ algebraisch irreduetibel und das den Ditfe- 
rentialgleichungen (24.) und (25.) gemeinsame Integral y, nieht algebraisch 


sein sollte, jedes Integral von (24.) auch (25.) genügen müssen, und es 
tolet somit. 
dass, wenn ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung höherer 
Ordnung die Eigenschaft hat, dass die über dasselbe genommene Quadratur sich 
«lgebraisch durch eben dieses Integral ausdrücken lässt, noch eine einfache Un- 
endlichkeit anderer particulärer Integrale jener Differentialgleichung die Eigen- 
schaft hat, dass ihre Quadratur durch einen Zweig derselben algebraischen Fune 
ion des resp. Integrales ausdrückbar ist, und zwar werden alle diese Integrale 
die Gesammtheit der Integrale einer in Bezug auf den ersten Differentialguo- 
tienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung bilden 
Dass es unendlich viele Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
siebt, für welche die Quadratur eines ihrer Integrale algebraisch durch 
eben dieses Integral ausdrückbar ist, lässt sich unmittelbar einsehen, indem 
unter der Annahme einer willkürlichen algebraischen Funetion F(x, y) von 
r und y die Differentialgleichung 
oF oF | 
ur 


26.) 49 = 
\ / Y Or oy 
nur Integrale definirt, deren Quadratur eine algebraische Function von x 
und y nämlich 


(27.) /ydr = F(a,y 


ist, und offenbar werden alle Differentialgleicehungen beliebiger Ordnung, 
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die durch Differentiation von (26.) entstehen, oder noch allgemeiner ausge- 
drückt, alle Differentialgleiehungen höherer Ordnung und höheren Grades, die 
zu einem ihrer Integrale erster Ordnung die Gleiehung (26.) haben, Inte- 
grale besitzen, deren Quadratur algebraisch durch dieses Integral aus- 
drückbar ist. 
beschäftigen wir uns zuerst mit den Differentialgleichungen erster 

Ordnung 

28) fa, y) = d, 
welche wir gleich in Bezug auf y’ als algebraisch irreduetibel voraussetzen 
wollen, und die für ein nieht algebraisches Integral y, die Eigenschaft haben 
sollen, dass 

(29) /yıdz = F(e, y,) 


l 
« 


ist, so wird nach den oben bewiesenen Sätzen folgen, dass auch 


(30.) /y: az = Filz; yı, Wi, 


sein muss, wenn F, eine rationale Funetion bedeutet, und dass diese Be- 


ziehung in 


(31.) /y: dze = ya, Yı); 


worin g ebenfalls rational ist, übergeht, wenn die Differentialgleichung (28. 
y als rationale Funetion von x und y definirt; zugleich ist ersichtlich, dass 
alle Integrale der Differentialgleichung (28.) den Beziehungen (30.), (31. 
(renüge leisten. Sei die Differentialgleichung (28.) die lineare erster Ordnung 


DON ' m 
32.) y=fiytk, 
worin f, und f; algebraische Functionen von x bedeuten, und suchen wir 


die Bedingungen, unter denen die Quadratur eines Integrales derselben alge- 


hraisch, also rational, durch eben dieses in der Form (31.) darstellbar ist, 


so wird, weil das allgemeine Integral von (32.) durch 
‘ /; dı 
33.) y= ce’ +yı 


dargestellt wird und dieses auch der Gleichung (31.) genügen muss, 


(ce "+y)dr = g (x, ce" Ly,) 


und vermöge (31.) auch 


(34) € el" "de = p(x, ce 


ff,d rl 


+yı)—- ya, Yı) 
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sein, was auch e sein mag. Da nun die dureh Differentiation nach e sich 
ergebende Gleichung 
oy(e, ces 4 y,) 
lc + y.) 


zeigt, dass der links stehende Differentialquotient von e, also auch vom 


dx f Srde 
= _e [e dx 


sanzen zweiten Argument unabhängig ist, so folgt 

9@,y) = Pıy+P,, 
worin P, und P, algebraische Funetionen von x sind, und der Ausdruck 
für die Quadratur muss somit die Form haben 


(5D.) /yıda = Pyıt Pf 


also eine lineare Function des Integrales sein. Wir können aber auch leicht 
die Bedingungen ermitteln, unter denen die lineare Differentialgleichung 
32.) die durch die Gleichung (35.) ausgedrückte Eigenschaft besitzt; denn 
da aus (39.) durch Differentiation vermöge (32. 
(36) y=Py+Py+P:=Pıfyı+f)+Pıyı+P: 
folgt, und y, nicht algebraisch sein sollte, so ergeben sich die Bedingungs- 
eleiehungen 
(37. PrPfhi=1 wid PA+i=0, 


d.h. es muss die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


s + fı2 r73 


ein algebraisches Integral P, besitzen, und es muss das Abelsche Integral 


/P,f.dx 


sich auf eine algebraische Lunection —P, redueiren lassen, und umgekehr!i 
sieht man leicht, dass, wenn diese beiden Bedingungen erfüllt sind, aus der 
(rleiehung (37.) sich die zweite Form von 36.) identisch für alle y, eı 
siebt, und dass diese (Gleichung, wenn Y; irgend ein Integral der linearen 
Vifferentialgleichung (32.) vorstellt, in die erste Form von (36.), d.h. in 
39.) übergeht; wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass ein 


lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


Bi: fıy I f: 


die Eigenschaft besitzt, dass die Quadratur eines, also auch aller ihrer Inte 
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grale algebraisch durch eben dieses Integral ausdrückbar ist, sind die, dass 
die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
2-4 fi: = 1 


ein algebraisches Integral P, besitzt und dass das Abelsche Integral 


/Pıf.dx 


auf eine algebraische Function —P, von x reducirbar ist, und in diesem Falle 


ist die Quadratur selbst eine lineare Function des Integrales von der Form 


/y de = P,y+P:.. 


Ich untersuche noch mit Rücksicht auf das Folgende diejenige 
Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, welche aus der linearen 
Ditferentialgleichung 

(38.) F Fe fı Y+f 
durch Anwendung der ganzen Substitution 
89) y= KR+FY+RTP+-+Fr, 
worin Fı, F, ... F, algebraische Functionen von x bedeuten, entstanden 
sind und sich also durch Elimination von } zwischen (39.) und der Ab- 
leitung dieser Gleichung 
y as FA + Fı+(Fı+f, F+ 2f: F)Y + (F,+2fı F,+ Sf F)Y’+ 
+ (Pi+zfiR) 7° 

in der Form 

40.) Fa,y,y)=V0 
ergeben, die in Bezug auf y' algebraisch irreduetibel sein mag. Angenommen 
nun, es sei für ein Integral y, der Gleichung (40.) 

(41.) /ndx = f(z,Yı), 
worin f eine algebraische Function bedeutet, also 
(42.) /(Fı+ FF, +F}YT+--+F,IDdxr = f(z, Fo + FF, + RYi+--+F,YN. 
so muss, wie wir wissen, dieselbe Beziehung für das allgemeine Integral 
von (40.), also für das dem allgemeinen Integral von (38.) entsprechende 
Y bestehen, so dass die Beziehung folgt 


(43)  /IR+F(h+ce")+--.+ (N, +ce”"")]dx 


f a) ” RR ; Index ' ’ A) Ydır * 
u fr; F + F,(Y,+ce / 7 ... F,(Y,+ce’ ) ). 
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Da sich die linke Seite als eine ganze Function z'" Grades in der 
willkürlichen Constanten e darstellt, so wird die rechte Seite z-mal nach 


einander nach e differentiirt einen von e unabhängigen Werth liefern müssen: 
bezeichnet man aber die rechte Seite von (42,) mit w(Y,), so wird 


dw(Y, + ces“) EN IR Sax d’w(Y, L ce’’‘“*) m Br finde 
de 2, ad ! .e > de’ nd ıp .e . 
und es wird somit 
ve“ 


r fd a» . r . 7 . 
von e, also auch von Y,+ce/ unabhängig, also w(Y,) eine ganze Funetion 
zen Grades in F, sein, so dass die Gleichung (42.) in 


(4) /(B+RY+--+F,Y)de = +0, +04 +w,Y% 


übergeht, worin @,, ®,, ... ®, algebraische Functionen von x bedeuten. 
Hieraus ergiebt sich aber unmittelbar durch Differentiation 


| B+RL+RF++RR 
(45.) — (u +ho,)+(w, +fiw, +2fhw) + +2, +3fw;) Y}-+- 
| + +(0,,+@&-VDfo,_+2hw,) 7" +(lw,-+zfiw,) Fi, 


und da y,, also auch F, nieht algebraische Funetionen von = sein sollten. 
also diese Gleichung eine identische sein muss, so ergeben sieh die Bedin- 


sungsgleichungen 


\ u) 


| w,+fiv,=F, w-.+(2-Vfw,., = F,\-zf;w, 
46.) % ,+(&-2)fiw,_ =F, (2 —-1)pw,_ı, --. @; +fiw, = F,—2f,w,, 


! 


o= F-fw, 
in denen fi, fa, Fu, Fi. -.- F, als algebraische Funetionen diesen z+1 Be 
dingungen gemäss zu bestimmen sind, d. h. so, dass die durch diese Bedin- 
sungen definirten Funetionen ®,, @,. ... &, algebraische Funetionen von x 
sind; umgekehrt ist einleuchtend, dass, wenn den Bedingungen (46.) Genüge 
geschieht, die Gleichung (45.) für ein willkürliches }, befriedigt wird, und 
dass diese Gleichung unter der Annahme, dass F, ein Integral der Difte- 
rentialgleichung (38.) ist, die Beziehung (44.) für die Quadratur nach sich 
zieht. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine aus 
der linearen Differentialgleichung 

= fi Y+f: 
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durch die ganze algebraische Substitution in Y 
(e.) = F,+F,Y+Rf”’+-.-+F,Y* 

abgeleitete, in y' algebraisch irreduetible Differentialgleichung 

F(z,y,y) = 0 
die Eigenschaft hat, dass die Quadratur über ein nicht algebraisches Integral 
derselben, also auch über jedes ihrer Integrale genommen, durch eben dieses 
Integral algebraisch ausdrückbar ist, sind die, dass die linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 

o,+zfiwv,=F,, o,,+&@-D)fw,-: =F,--?fh0,, 
0.+(&-2)fiw, = F,.-(2-VDhw,_, --. eıtfıw, = F-2fw, 


algebraische Integrale besitzen, und das Abelsche Integral 


o, = SE=F: w,)dx 


auf eine algebraische Function redueirbar sei; in diesem Falle ist die Qua- 
dratur selbst eine ganze Function x'" Grades in Y von der Form 


[ydz = 9, tw +0!’ +-.-+w,/”, 
die mit (a.) zusammengestellt durch Elimination von Y den gesuchten alge- 
braischen Ausdruck in x und y für die gegebene Quadratur liefert. 
Es mag endlich noch diejenige Klasse von Differentialgleichungen 
erster Ordnung untersucht werden, welche aus der linearen homogenen 
Differentialgleichung 


wi) Fur 
durch Anwendung der Substitution 
(48) y= FF“ +FY“+-.-+F,Y”, 


worin F,, F,,.... F, algebraische Functionen von &, und &,, «&, ... «a, be- 
liebige positive oder negative rationale Zahlen bedeuten, entstanden sind 
und sich also durch Elimination von Y zwischen (48.) und der Ableitung 
dieser Gleichung 
(49.) y = (Fu+@,Fyfi) Y“+(Fi+a,F,fı) Y“+..+(F,+0,F,fi) ig 
in der Form 
(50.) F(az,y,y) = 0 

ergeben, die wieder in Bezug auf y' algebraisch irreduetibel sein mag. An- 
genommen, es bestehe für ein Integral y, der Gleichung (50.) die Beziehung 


51) /yıde = fa, yı), 
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so wissen wir aus dem Vorigen, dass auch 


I 


füde = any) 
sein muss, worin g eine rationale Function bedeutet, und daraus ergiebt 
sieh mit Berücksichtigung der Gleichungen (48.) und (49.) 

ar SPYr+RY@ ++ F,Y)da 

ui (vs plz, Fl +RfE+-+F,Y”, (Fo+a,Ff)Y©+--+(F+o,F,f)Y?”): 
da diese Gleichung aber wiederum nach früheren Auseinandersetzungen auch 


für das allgemeine Integral der Gleichung (47.) bestehen muss, also auch 
für ein willkürliches e die Beziehung gilt 


/[(e"FuY% +e® FIT + -+c”F,/ "de 

53.) 1 = pa, ce" Fr + ec" FY@ +... 40" R,P®, 

ce (Fo +@Fufı) + +c” (Fl,+a,F,f)Fr”), 

so ist, weil 9 eine rationale Function bedeutet, unmittelbar zu sehen. dass 
die rechte Seite sich auch als Polynom in ce mit den einzelnen Potenzen 





@ a, 


Pa = r i a, i PS % 
e,€ ,.-.. €* ordnen lassen muss; da aber ec”? stets mit Ye verbunden vor- 
kommt, andererseits die Gleichung (53.) für jedes e, also auch für e=1 
gültig Ist, so folgt 


(94.) /(FYe+ FY#+...- -F, Y‘*) de = ww +w,/%+...4 ei", 
Differentiirt man nun diese Gleichung, so erhält man mit Benutzung von (47. 
(98.) | Ft + FF = che +F,Y,” 
| = (+ of) ++ f)Yet 4 (0, +0,0,fi)}, “, 
und da Y, keine algebraische Function sein soll, die Bedingungsgleichungen 
56.) ot fw,= o,+afho,=F o+ao,f,o,=F 
. 0 ‚0710 — 03 1 1/1 Arm 13 ig 8 % .ıiw, = “> 


in denen «,, ... a, und f, F, F.... F. als algebraische Functionen so zu 
bestimmen sind, dass die Differentialgleichungen (56.) für &,, ®,,...w, 
algebraische Integrale liefern, und umgekehrt leuchtet wieder ein, dass, 
wenn die Bedingungen (56.) befriedigt werden, der Gleichung (55.) für ein 
beliebiges Y,, und somit für ein Integral der Differentialgleichung (47.) 


der Gleichung (94.), also auch (51.) Genüge geschieht: es ergiebt sich somit 
der Satz: 
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Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine aus 
der linearen homogenen Differentialgleichung 


; u u fı Y 
durch die algebraische Substitution 
(P.) Bau F,Y + F, Yo+..+F, E: 


in welcher «,, @,, ... a, posilive oder negative ganze oder gebrochene Zahlen 
bedeuten, abgeleitete, in y' algebraisch irreductible Differentialgleichung 


F(z, Y: y') =V) 
die Eigenschaft hat, dass die Quadratur über ein nicht algebraisches Integral 
derselben durch eben dieses Integral algebraisch ausdrückbar ist, sind die, dass 
die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 


j ' n) ' 
9+ uf w, = Fı, o,+afw=F,, er o,‚,ta,iw,=F 
algebraische Integrale besitzen, und in diesem Falle hat die Quadratur selbst 
die Form 


/ydx = 9,7% + w, Y“+..+@, y: 


die mit (P.) zusammengestellt durch Elimination von Y den gesuchten alge- 
braischen Ausdruck in x und y für die gegebene Quadratur liefert. 

Ich stelle nunmehr die Frage allgemeiner, indem ich alle linearen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu charakterisiren suche, welche 
die Eigenschaft besitzen, dass die Quadratur über eines ihrer Integrale ge- 
nommen algebraisch durch eben dieses Integral ausdrückbar sei. Wie schon 
oben gezeigt worden, muss eine lineare Differentialgleichung 


57) HH" Tre tny eh 
in welcher fi, fa, --- f„, f algebraische Funetionen von z bedeuten, und 
für welche 


(88) /yıde = Fa, yı) 


sein soll, wenn F ebenfalls eine algebraische Function und y, ein parti- 
euläres Integral von (57.) darstellt, das Integral y, mit einer Differential- 
gleichung erster Ordnung gemein haben, und wenn man von der Diffe- 
rentialgleichung 


N 
er?" öy,' 


denjenigen in y' algebraisch irreduetibeln Factor absondert, welcher dem 


(59.) 


® 
& 
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Werthe y; zugehört, so wird die so entstehende Differentialgleichung erster 


Ordnung 
(60.) p(z,y,y) = 0 
alle Integrale mit (57.) gemein haben, und für alle diese Integrale wird 
auch die entsprechende Gleichung (58.) bestehen. Bezeichnen wir nun 
m Fundamentalintegrale der redueirten homogenen Differentialgleichung 
61.) yPHHyT—Tr Hy = 0 
mit 271, My ++ Nm; 80 Ist bekanntlich das allgemeine Integral von (57. 


(62.) y- ent GMm+t'.+tec +L, 


m N m 


worin 


L= nf fdxc-+ nf fdc+:-+ 1/7 fdx 


und 
N, Na ER Nm N; e. N r—1 N, +1 Nm 
! ! e ! ! R) ! 
] u Ur N, .n.. N m A ame 1; on. N, 1 N], +1 .n“. N m 
„(m—1) (m—1) (m—1) (m—?) „(m—?2) „(m-2) „(im—2) 
| N] N: Be N m N 1 RER N "—1 Mr4 l ee 


ist; es muss also auch das allgemeine Integral von (60.), da es ein Integral 
von (97.) sein muss, die Form haben 
(63.) y= Rn+R,n+--+R,n.+L, 
worin R,, R,, ... AR, Funetionen einer willkürlichen Constanten sein werden. 
Greifen wir m+1 solcher Integrale heraus, so dass 
Yı Do R,.n-+ R.n,+ ie + R,. Nm » L, 
Y: zus R,, Nn,+ R,; N: + ie r R;, m + L, 


Ym+ı u R,,. 4 uNnıt R.. 12 N, + 73 + R,, + im Nm + L; 
wird, so können, wenn die Determinante 


2 le Se 
R,, R;, int IR 1 
| Rus Bu ce 9 Be. 1 | 


nicht verschwindet, 71, ”72, -.. 7m; L linear durch yı, %, ... Y;1 ausge- 
drückt werden, und dass dieselbe entweder nicht für jede Wahl der parti- 
culären Integrale verschwindet oder wenigstens, da nicht alle Unterdeter- 
minanten beliebiger Ordnung verschwinden können, eine lineare homogene 
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Kelation zwischen einigen der Integrale y,, Y>, --- Y„;,, deren eines als 
allgemeines angenommen werden darf, feststellt, ist in meiner Arbeit „Ueber 
Irreduetibilität der linearen Differentialgleichungen“ im 96. Bande dieses 
Journals (Seite 133) nachgewiesen worden. Setzt man diese Werthe von n, 
My +*« Nm; L in (63.) ein, so ergiebt sich für die Form des allgemeinen 
Integrales der Differentialgleichung erster Ordnung (60.) 


(64) ya Sıyıt Spt +SnYymt Sms Ymrı, 
somit das allgemeine Integral als homogene lineare Function von m+1 
partieulären Integralen, deren Coefficienten von einer willkürlichen Con- 
stanten abhängen, und zum Theil auch verschwinden können. Wir erhalten 
somit den folgenden Satz: 

Wenn eine lineare Differentialgleichung m’ Ordnung die Eigenschaft 
hat, dass die Quadratur über eines ihrer Integrale algebraisch durch eben dieses 
Integral ausdrückbar ist, so muss dieses Integral der reductibeln linearen Diffe- 
rentialgleichung einer solchen in Bezug auf den ersten Differentialquotienten 
algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung genügen, deren 
allgemeines Integral eine homogene lineare Function von m-+1 particulären 
Integralen derselben ist, deren Coefficienten Functionen einer willkürlichen Con- 
stanten sind. 

Nun habe ich aber in der schon oben erwähnten Arbeit „Ueber Irre- 
duetibilität linearer Differentialgleichungen“ nachgewiesen, dass nur dann 
eine Differentialgleichung erster Ordnung die Eigenschaft haben kann, dass 
ihr allgemeines Integral eine lineare Function von particulären Integralen 
ist, wenn dieselbe eine lineare oder eine durch eine algebraische Substi- 
tution aus einer linearen abgeleitete ist *). Es ist aber leicht zu sehen. 


*) Zur Ergänzung des dort gegebenen Beweises dürfte vielleicht die folgende 
Bemerkung an der Stelle sein: Es sollte die Unmöglichkeit der dortigen Gleichung 
(24.) nachgewiesen werden oder nach den daselbst gegebenen Beziehungen die Un- 
möglichkeit der Gleichung 








' R,F(a, Dar A Y)+R, re > BER 
(@.) g Y.(#, re 2 3 +cY, Kr Y,) ö 
FR re s(h-N)+relh—T, )= ra“ Den =T,)+e(l,_Y) ): 


besteht nun zwischen Y,, Y,, Y, keine algebraische Relation, so müsste diese ans 
chung für alle hierin vorkommenden Grössen identisch befriedigt sein; setzt man aber 
Y, =}, so folgt 

(R,+R,)F(&, Y,)+ R,F(z, Y,)+2,R,F(x,Y,) = F(z, Y,), 
und diese Gleichung kann wegen der Willkürlichkeit von Y, nicht bestehen. Es 
muss daher zwischen Y, Y,, Y, eine algebraische Beziehung stattfinden, und der 
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dass jede aus der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


(65) = fYaf, 


durch die Substitution 

(66.) y= F+FY+RY’+..+F,Y“, 
in welcher F,, F, ... F, beliebige algebraische 'Funetionen von = sind, 
abgeleitete Differentialgleichung erster Ordnung 


(67.) Pay, y) = 0 
die Eigenschaft hat, dass ihr allgemeines Integral eine lineare Function mit 
eonstanten Coeffieienten von einer Anzahl partieulärer Integrale ist; denn 
bildet man die Ableitungen von y nach (66.) mit Benutzung von (65.), so 
ergiebt sich 
\ Fu+ FuY+ F, Y+..+ F ie 
y=- FR+ FRY+ FRY+-+ FY‘, 


= 


+1 -F Pr : 
gr . . Fat Fan Y+F.;ı! z vun | ER ug 


worin F,s algebraische Functionen von x sind, und durch Elimination von 


Ausdruck des allgemeinen Integrales 
0; Fir Y,) u. r, ( Y, El Y, ) 
s(1,—Y,)—e(Y,—Y,) 


Y= Da, Y,Y,o 


übergehen; da aber, wie wir wissen, in diesem Falle eine algebraische Substitution 
existirt 


‚= 


würde dann in 


Y= vw, n), 

welche die Differentialgleichung 

dY , 

nn} u EFF 

dx Zn +9, t Tl; 
in 

dn 
B) ron) 


überführt, für welche die zwischen dem allgemeinen und zwei partieulären Integralen 
stattfindende Beziehung 


Den vn, PR c) 
lautet, so wird wiederum nach S. 102 meiner „Allgem. Untersuchungen“ geschlossen 
werden können, dass die Differentialgleichung (?.) eine in 7 lineare oder eine durch 
algebraische Substitution aus einer solchen abgeleitete ist; in allen Fällen wird also 
auch die Gleichung in Y, also auch die durch algebraische Substitution aus dieser 
abgeleitete entweder eine lineare oder eine durch algebraische Substitution aus einer 
linearen abgeleitete sein. 
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Y, Y',.... Y* die lineare homogene Differentialgleichung (+1)! Ordnung 
(68) yet d+ Py®+-+Pıy = 0, 


worin die P wiederum algebraische Functionen von x bedeuten *); da nun 
alle Integrale von (67.) der Differentialgleichung (68.) genügen müssen, je 


*) Man könnte auch folgende Schlussweise anwenden, die eine allgemeinere An 
wendung gestattet, aber in unserem Falle eine unnöthig hohe Grenze für die Anzalıl 
der partieulären Integrale liefert, durch welche sieh das allgemeine Integral von (57. 
ausdrücken lässt. Da nämlich das allgemeine Integral einer linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung von zwei partieulären Integralen in der Form abhängt 

(e.) Y=mY,+tmY,, 
worin m, und m, Functionen einer willkürlicehen Constanten sind, so folgt 
= m Y'-+r mm, Y-Y, + +m,Y,, 
und somit vermöge der Beziehung (66.) 
y= F+mFY+m,FY,+m!FY:; +2mm,FY Y, +" +m:F,Y%; 
giebt man nun der willkürlichen Constanten ce, welche in m, und m, enthalten ist, 


(x + 1)(% +2) 


partieuläre Werthe, denen die partieulären Integrale 


2 
Yır Yar © ++ Ytnierd) 
entsprechen mögen, so wird man aus allen diesen Gleichungen die Grössen 
r y 7 h) r 
PR. Bir... Ba 


I 5. ‚Cala za) 
2 


eliminiren können und zwischen dem allgemeinen und & partieulären In 


tegralen die Beziehung erhalten 
y=Ry+tRy, ++ Rarma@+9Yoa+l)@+2: 
> > 


Man sieht aber, dass diese Schlussweise bestehen bleibt, wenn Y, und Y, nicht grade 
particuläre Integrale einer linearen Differentialgleiechung erster Ordnung bedeuten: 
denn die Relation («.) bestünde auch, wenn Y, und Y, partieuläre Fundamentalint: 
grale einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung und m, und m 
willkürliche Constanten wären, und wenn man somit auf eine solche eine algebraische 
Substitution von der Form (66.) anwendet, so würde die durch Elimination von Y und 
Y' aus der Gleichung (66.), deren erstem und zweitem Differential mit Benutzung deı 
vorgelegten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung hergeleitete algebraiseli: 
Differentialgleiehung zweiter Ordnung ebenfalls die Eigenschaft haben, dass ihr all 


++?) 


xsemeines Integral sich durch > - ihrer partieulären Integrale linear und 


homogen ausdrücken lässt. Es ist von selbst einleuchtend, wie man diese Resultate 
verallgemeinern kann, und es mag nur noch hervorgehoben werden, wie man auf dem- 
selben Wege zu Sätzen ganz anderer Art gelangen kann. Sei z. B. eine Differential- 
gleichung so beschaffen, dass das allgemeine Integral eine ganze Function von n par- 
tieulären Integralen ist, deren Coeffieienten Funetionen von z und willkürlichen Con- 
stanten sind, so braucht man diesen Constanten nur so viel verschiedene Werthe zu 
geben, als die ganze Function der » partieulären Integrale Posten besitzt, um durel 
Elimination dieser Posten stets das allgemeine Integral als lineare Function einer be- 
stimmten Anzahl ihrer partieulären Integrale auszudrücken. 
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+2 Integrale dieser linearen homogenen Differentialgleichung aber in homo- 


0 
oO 


ener linearer Beziehung stehen, so folgt, 
| dass die aus der linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
die Substitution (66.) hergeleitete Differentialgleichung erster Ordnung die Eigen- 
schaft hat, dass ihr allgemeines Integral sich als eine homogene lineare Func- 
tion von #-+1 particulären Integralen ausdrücken lässt. 

Man sieht aber auch sogleich, dass für den Fall, dass die vorgelegte 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung eine homogene 

6) Y=/fıY 

ist, auch jede Substitution der Form 


(70) y= MY“+RY©+.-+FY“. 


worin %, %, ... a, Willkürliche positive oder negative rationale Zahlen 
sind, dasselbe leistet; denn es ist y, y , .... wieder eine lineare Funetion 
von Y”, Y“, ... Y”*, was nicht der Fall sein würde, wenn die Gleichung 
(69.) nicht homogen wäre, und es wird daher das allgemeine Integral der durch 
die Substitution (V.) aus (69.) abgeleiteten algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung wiederum eine homogene lineare Function von z+1 particeulären 
Integralen derselben sein. 

Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so ergiebt sich Fol- 
sendes: Wenn eine lineare Differentialgleichung höherer Ordnung die Eigen- 
schaft haben soll, dass die Quadratur über eines ihrer Integrale genommen 
algebraisch durch eben dieses Integral ausdrückbar ist, so muss dieses In- 
tegral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung angehören, 
deren allgemeines Integral eine homogene lineare Function einer Anzahl 
ihrer partieulären Integrale mit constanten Üoeffieienten ist, und diese 
wiederum konnten nur lineare oder durch algebraische Substitution aus linea- 
ren Differentialgleichungen erster Ordnung abgeleitete sein; nun haben aber 
in der T'hat, wie wir sahen, alle aus der Differentialgleichung 

vofhl+rf 
durch die Substitution 
y= F+FY+RY’+--+FY’”, 
und alle aus der Differentialgleichung 
au 
dureh die Substitution 
y= F,Y“+F,Y“+-.-+F,Y* 
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abgeleiteten Differentialgleichungen erster Ordnung die Eigenschaft, dass 
das allgemeine Integral sich durch eine derartige homogene lineare Func- 
tion von partieulären Integralen ausdrücken lässt, und man erkennt weite: 
leicht, dass jede in Y gebrochene oder in y nicht lineare Substitution eine 
Differentialgleichung erster Ordnung liefert, für welche eine solche Bezie- 
hung im Allgemeinen nicht stattfindet, wenn nieht die lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung eine homogene und die Substitution in der zuletzi 
oben angegebenen Form enthalten ist. Um dies nachzuweisen, will ich 
den einfachsten Fall nach einer allgemein durehführbaren Methode behandeln 
und annehmen, dass y nicht wie oben linear in der Substitution enthalten 
ist, sondern dass letztere die Form hat 
A) y=N, 

und die Frage aufwerfen, ob die durch diese Substitution aus der linearen 
Ditferentialgleichung 

(2) N = hlHf 
abgeleitete Differentialgleichung erster Ordnung 

(3) 2yy = fyth 
die Eigenschaft haben kann, dass ıhr allgemeines Integral eine linear: 
homogene Funetion von o partieulären Integralen 

(74) y= SYyatSIyattS,ye, 
sein kann, worin S,, S,, ... 8, Funetionen einer willkürlichen Constanten 
© sind. Da bekanntlich zwischen dem allgemeinen und zwei partieulären 
integralen der Differentialgleichung (72.) die Beziehung besteht 
Qb)y  en 

so erhält man vermöge (71.) für das allgemeine und zwei partieuläre Inte- 
orale der Differentialgleichung (73.) den Ausdruck 


-n ) p- ©, 2) —cC 5) 
16. u = 24 — Ly5: 
TE U OR 


setzt man nun in (74) C=c, G, &, &, ... C,, WOHIN &, &, ... c, völlig 
willkürliche Werthe sind, so ergiebt sich aus dem Systeme von Gleichungen 
% an SYyat Syat' + S Ya,> 


) 'Yı — SYa rt S12yat 4 Se Ya, > 


| 
Yo ug 54a t I Yat + I, Ye, 
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die lineare Relation 

y= Ry+Ry+Ry-+- +R;y; 
worin die willkürlichen Grössen e;, &,, ... c, in den R enthalten sind, und 
somit unter der Annahme der Relation (76.) die Beziehung 


\ 


/ 0—6, 5) CC, > u ) ) S ‚/C„— C. \ C„—C ) 
—y— = By tin t+2.Bi -—g— 2 'y2)-+2R R,y,;: 
nass Yı 0, ıYı »Y2 - Mn 9 Bine, Yy: )1 ‚AY,ıY 
a eg [e,—c, > C, CH e 22 d [e, —_—( C, C 
78.) { -BRy, >, AV Z-— u — — u + 2R:.m. F.R nn ? 
du | a YıSı | C, 9 oc,’ N: — .| 0,76, J C ( J 
/ r 
r .—C6. 5 6, la —c O—C 
| -23,,R,R\——:yı — 9 N — "9: 
| 1 Fi | —t, I: 6—tc, J e—6, Jı e—C, Ir 
Diese Gleichung muss jedenfalls eine in y, und y, identische sein, da sonst 
U, . \ 7 r 5 a. 
- sich als Constante ergeben und daher auch Y, = uY, sein würde, was 
Y, 


nieht möglich ist, da die Differentialgleichung (72.) keine homogene sein 
sollte, und zugleich muss sie für willkürliche Werthe von &,, &,, ... ec, be- 
stehen, also auch in diesen Grössen identisch befriedigt werden. Setzt man 
Y 


”— #, so sieht man. dass, wenn f einen der dureh die Werthe 
N/ s 


C, 
= 
segebenen Punkte umkreist, die entsprechende Quadratwurzel in der Glei- 


ehune (78) ıhr Zeiehen ändert, und vollführen wir dies nach einander für 
bee) \ / 





alle <, addiren die so entstehende Gleichung zu (78.), so ergiebt sich die 
wieder in %ı, 9%, €, ... e, identisch zu erfüllende Gleichung 
CC, ) C—C ) > \ > e 4 : Cy zn 0, C, u c \ 
"1 — '=Ry + Ry+>,R, Y— y;)+2R,R,y,y 
Be we" 6-6, ‚ : 3 \C C,' o, C,“ min 
(9. 
u : ) G,=6 ' 1-6 ) C} C 
+223,,R,R,Y\-— y --—  p\— Mi -— 2 
1 a an e—t6, 9: e—t, 32} e—c, 9 e—c, J 


lässt man in dieser Gleichung £ den Punkt 


umkreisen, so werden alle durch die Verbindung 34 eharakterisirten Posten 
das entgegengesetzte Zeichen annehmen, und diese Gleiehung mit (79.) ver- 
einigt wird keinen Posten mit z=3 enthalten; lässt man in der so ent- 
standenen Gleichung t den Punkt 
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umkreisen, so kann man ähnlich eine Gleichung entstehen lassen, welche 
die Verbindung 44 nicht enthält, u. s. w. bis man endlich zu einer Glei- 
chung gelangt, welche gar keine Quadratwurzeln mehr einschliesst und die 
Form hat 


CC, 2 e—c, 2 
2, NT, 
f ri. N l 2 u 2 
(S0.) 


Bu 4 Ru E 2 0. C, ) 6. c 2 \ >R 
— 1 „Y> Tr x _— U, — — 45 Zr R; 4 = 3 
Ka layıd + BR.) g c, Wr A = N, 





welche aber nicht identisch sein kann, weil R, oder R, verschwinden 
müssten, was nicht der Fall is. Es kann somit die Gleichung (73.) die 
durch (74.) charakterisirte Eigenschaft des allgemeinen Integrales nicht 
besitzen. 

Schliesst man genau in derselben Weise im allgemeinen Falle, so 
ergiebt sich der nachfolgende Satz: 

Von allen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung haben 
im Allgemeinen nur die aus der linearen nicht homogenen erster Ordnung 

Y' = fY4f 
durch die Substitution 
y= F,+FY+RY’+--+FY‘, 


in welcher F\,, F,, ... F', beliebige algebraische Functionen von x sind, und 
die aus der linearen homogenen 

Fiuhr 
durch die Substitution 


y=F Y®+F Y“+---+F, y 


worin F,, F,, ... F, beliebige algebraische Functionen, @,, &,, ... a, beliebige 
positive oder negative rationale Zahlen bedeuten, abgeleiteten Differentialglei- 
chungen erster Ordnung — und zwar alle — die Eigenschaft, dass ihr allge- 
meines Integral eine homogene lineare Function einer bestimmten Anzahl par- 
tieulärer Integrale mit constanten Coefficienten ist. 

Wie aber die so charakterisirten Differentialgleichungen sich zu der 
Forderung verhalten, dass die Quadratur eines ihrer Integrale sich algebraisch 
durch dieses Integral soll ausdrücken lassen, ist oben gezeigt worden, und 
da das Integral einer jeden linearen Differentialgleichung, für welche eben 
diese Eigenschaft statthaben soll, nach dem Früheren einer Differential- 


sleichung erster Ordnung angehören muss, für welche die oben ausge- 
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sprochene Beziehung zwischen dem allgemeinen und ihren partieulären Inte- 
„ralen bestehen muss, so erhalten wir das folgende T’heorem: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Quadratur 
eines Integrales einer beliebigen linearen Differentialgleichung durch eben dieses 
Integral algebraisch ausdrückbar sei, ist die, dass dieses Integral einer Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung angehöre, welche aus der linearen Differential- 
gleichung 

U a fNYrf 
durch Anwendung der Substitution 
y= F‚Y"+F,Y"+-.-+F,Y”, 
in welcher F,, F\, ... F, algebraische Functionen, ,, &ı, ».. 0, positive oder 
negative ganze oder gebrochene Zahlen bedeuten, abgeleitet ist, worin diese 
(‚rössen den bedingungen unterliegen, dass die folgenden linearen Differential- 


gleichungen in w,, W@,, ... W, 


w,+a,f, — F,, wo _,ta,. a we J F, Er +0, 
w._.+0,,fi®.-: BE F,.-(&-1)hw,_, --- ta fi = KH-fw, 
algebraische Integrale besitzen, wobei, wenn f, von Null verschieden ist, @,—= x, 
“,=#-—-l,.... m,=0 sein muss. 
Somit sind wir im Stande, die Form aller linearen Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung anzugeben, welche die Eigenschaft haben, dass 


genommen von eben diesem Inte- 


die Quadratur über eines ihrer Integrale 
grale algebraisch abhängt. 


Den 2. Februar 1884. 











Bestimmung des Potentials eines homogenen 
Ellipsoides. 


(Von Herrn F. Grube in Schleswig.) 


In 69. Bande dieses Journals habe ich eine Lösung des Problems 
der Anziehung eines homogenen Ellipsoides mitgetheilt, bei welcher das 
Ellipsoid in unendlich dünne, einem der Hauptschnitte parallele Scheiben 
zerlegt wurde. Die Entwicklung der Formeln für die Attraetionscompo 
nenten beruhte auf der Umformung des Integrals 


- ı 


/ 27ı dıy 
“ Y(Acosw— a)’+(Bsinw— b)’+ ce? 


v0) 


in das Integral 


2/ x | z dx 
e Ya(A’+z)(B’+ 2)—c!(A’+2)(B’+2)— a’z(B’+2)—b’r(A’+ 8) 
wo 0 die positive Wurzel der kubischen Gleichung bedeutet: 
a’ b? 0’ 
Az " z 
In dem Folgenden soll aus derselben Umformung noch eine andere. 
höchst einfache Lösung des genannten Problems hergeleitet werden, welche: 
die Zerlegung des Ellipsoides in unendlich dünne, mit der Begrenzung con- 
centrische, ähnliche und ähnlich liegende Schalen zu Grunde liegt, eine Zer- 
legung, deren sich bekanntlich Poisson und nach ihm Chasles bedient haben. 
Die Halbaxen des Ellipsoides seien m, rn, p; die auf dieselben als 
Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystems bezogenen Coordinaten irgend 
eines Punktes des Ellipsoides x, y, 3, die des angezogenen- Punktes a, b, ce: 
das Massenelement des Ellipsoides werde mit dT bezeichnet. : Dann ist das 
Potential V des Ellipsoides gleich dem über alle Massenelemente desselben 


ausgedehnten Integral 


I Ve a) +y-b’+@-e) 
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Statt der Coordinaten x, y, 3 führe ich drei neue Coordinaten A, «, v ein 


vermittelst der Gleichungen 
z = misinucosr, y= niısinusinv, 3= phcosu. 


Dadurch wird dT = mnpi sinudidudv. Eine dreifache Integration nach 
,, u, v wird sich auf alle Punkte des Ellipsoides erstreeken, wenn man den 
Variablen A, «u, v resp. die Grenzen O0 und 1, 0 und rn, O0 und 27 ertheilt. 

Da alle Punkte des Ellipsoides, für die 2 constant ist, auf der Ober- 
fläche eines mit seiner Begrenzung eoncentrischen, ähnlichen und ähnlich 
lievenden Kllipsoides liegen, so ist das Potential V’ einer zwischen zwei 
unendlich dünnen, mit der Begrenzung eoneentrischen, ähnlichen und ähnlich 
liegenden Flächen mit den Halbaxen mi, »ı, pl und m(i+di), n(i.-4-di), 
p(.,+di) eingeschlossenen Schale gleich 

i'm, 27 dv 

mnpi di f sinuedu / | = Ä | | ge 
u V(m}. sin ucosv — a)’+ (nAsinusinv — b)’-+ (pkeosu — c 


v0) 0) J 


Das auf » bezügliche Integral unterziehen wir der oben erwähnten Umtor- 
mung: dadurch wird 


= 2mnpi’dif sin udu 


v) 


a4 sin uts 


/ 
4 


— a s(n) sin’u+s)— b’s(m’4 sin’ u +) 


wo 9 die positive Wurzel der in Bezug auf s kubischen Gleichung 


1 es. a’ b? f (pi COSU — c) 


3392.°.9, vv 233 ,:n9 | 
mA’ sin’ua+s n’A’sin’u+s s 


bedeutet. Führt man in den vorstehenden Ausdruck für V’ statt s die neue 
Variable sA’sin’« ein, und darauf statt « die neue Variable z = Acosu, so 
erhält man nach einigen leichten Reduetionen 


(1.) V’ = Zmnpiduf def - 


Ä «ı A 
® 4) N) ._. 3 an ! ) 
a ps 
wo zur Abkürzung 


Y(m’+s)(n’+s)(p’+s) = 4, 
a? h? n? 


s (#2 
p’+s m’-+-s n’+s p’+s/ 


Sesetzt ist, und g’ die positive Wurzel der kubischen Gleichung 











Grube, Potential eines homogenen Ellipsoides. 


 3(s- HE O0 
bedeutet. 

Sieht man in der letzten Gleichung z und s als die rechtwinklige: 
Coordinaten eines Punktes der ZS-Ebene an, so stellt dieselbe eine mit 
zwei Zweigen sich ins Unendliche erstreckende Curve dar, welche die in 
den Entfernungen —4 und +4 von der Axe der s auf der Axe der z er- 
richteten Senkrecehten zu Asymptoten hat. (Für z= +4 wird nämlich s = x. 
Die doppelte Integration in (1.) erstreckt sich auf alle Elemente des zwischen 
jenen beiden Zweigen liegenden Stückes der ZS-Ebene. Da die Integration 
nach s nieht ausführbar ist, wohl aber die nach z, so ist es angezeigt, die 
Reihenfolge der Integrationen umzukehren. Dann wird die untere Grenze 
der Integration nach s der kleinste Werth der Ordinate s der durch die 
Gleichung (2.) dargestellten Curve werden, während die obere Grenze x 


bleibt. Dieser kleinste Werth des s — wir wollen ihn o nennen — ergieb! 
sich leieht aus der Gleichung (2.), der zufolge nothwendig 
n .- a’ b’ oc’ 
Ss 0, ode # > — + Ä 
’ m --$ "+8 + p’+s 


sein muss. Diese Bedingung ist offenbar für jeden Werth des s zwische: 
0 und x erfüllt, wenn der angezogene Punkt innerhalb der Schale liegt 
liegt derselbe aber ausserhalb, so wird S erst von einem bestimmten Wert! 
der Variablen s an positiv werden: nämlich von dem Werth an, der eleie) 
der positiven Wurzel der Gleichung 
pr A ; e 
8.) Rn m’+s = n’+s r p’+s 

ist. Demnach ist o Null oder die positive Wurzel der Gleichung (9. 
je nachdem der angezogene Punkt innerhalb oder ausserhalb der Schale 
liegt. (Für die zur Ordinate o gehörige Abseisse z ergiebt sich aus (2. 


\- 


. 


r IC . u . » € . 
der Werth ne der sich also für innere Punkte auf „ redueirt.) 


Die Grenzen der Variabeln s werden nach Umkehrung der Integra- 
tionen die beiden Wurzeln der in Bezug auf z quadratischen Gleichung (2.): 


u a er A u 
2, = ] S- p’ rs a 3, = + } S+ p’+s 
Somit ergiebt die Umkehrung der Integrationen: 
V' = 2mnpidi.f | = / See PERS 
L 2 
0 2, /S_ IT PR. - 
S (3 p’+ $ ) 
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Da die zu integrirende Funetion in (1.) überall für s= eo’ unendlich 
wird, so ist die Berechtigung der Umkehrung der Integrationen noch nach- 
zuweisen. Zu diesem Zweck nelıme man in dem Integral (1.) überall statt 
der unteren Grenze o' die Grösse 0'-+-e, wo e eine positive Constante be- 
zeichnet. In dem so modifieirten Ausdruck für V’, den wir mit V! be- 
zeichnen wollen, hat die zu integrirende Funetion innerhalb des Integrations- 
gebietes überall einen bestimmten endlichen Werth, so dass V; durch die 
Umkehrung der Integrationen jedenfalls nicht verändert wird. Man über- 
zeugt sich leicht, dass der Unterschied zwischen den Integralen V’ und V,, 
sowohl vor wie nach der Umkehrung der Integrationen, für ein unendlich 
kleines e selbst unendlich klein wird. Daraus kann man schliessen, dass 
auch V’ durch die Umkehrung der Integrationen nicht affieirt wird. 

Führt man nun die Integration nach z aus, so erhält man für das 
Potential der oben definirten Schale den durch seine Einfachheit bemerkens- 
werthen Ausdruck *): 


= Omnpaldi | = 


d 
O0 


wo also o Null oder die positive Wurzel der Gleichung (3.) ist, jenachdem 
der angezogene Punkt innerhalb oder ausserhalb der Schale liegt. 

Die Integration dieses Ausdrucks für V' nach A zwischen den Grenzen 
0 und 1 liefert für das Potential des Ellipsoides zunächst den Ausdruck: 


; BZ Zu 
= Zmnpn / Idi / Zr 
O0 0 ’ 


Kehrt man auch hier die Reihenfolge der Integrationen um, so erhält man 
dureh den bei der vorigen Umkehrung angestellten ähnliche Betrachtungen, 
wenn man 

a’ b’ e" m 


7 « 9 r I a 
m’+s r n’+s r p’+s 


 *) Ein ähnlicher Ausdruck für V’ findet sich bereits bei Chasles (M&m. sur l’attrae- 
tion d’une couche ellipsoidale infiniment mince, art. 24—29; journal de l’&eole polyt. 
25° eahier, 1837): es scheint ihm aber entgangen zu sein, dass die beiden von ihm 
für den Fall eines äusseren und inneren Punktes resp. aufgestellten Ausdrücke sich 
durch eine einzige Formel darstellen lassen. Der erste Ausdruck ist übrigens insofern 
ungenau, als die Grenzen des in ihm auftretenden Integrals nieht angegeben sind. 
Dem Ausdrucke, der für den Grenzfall entwickelt ist, dass der angezogene Punkt auf 


m erg der Schale sich befindet, liegt ein offenbarer Irrthum von Seiten Chasles’ 
zu Grunde, 
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setzt, und unter « Null oder die positive Wurzel der Gleichung 
er a? b’ c’ 


Fran n’+s + p’+s 





versteht: 


— A 35 
V Bf 7/ I.dı, 


oder schliesslich, wenn man die Integration nach A ausführt, 


c? 


ds. 





Schleswig, Februar 1884. 
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Allgemeine Eigenschaften von Flächen, deren Coor- 
dinaten sich durch die reellen Theile dreier analy- 
tischer Funetionen einer complexen Veränderlichen 
darstellen lassen. 


(Von Herrn von Lilienthal in Bonn.) 


Die vorliegenden Untersuchungen zerfallen in drei Abschnitte. Der 
erste wird von den Flächen selbst handeln, deren Coordinaten sich dureh 
die reellen Theile dreier analytischer Funetionen einer complexen Variabeln 
u=p-+-gi, deren conjugirte e=p—jgi sei, darstellen lassen. Hierbei gehen 
wir von der Bemerkung aus, dass die Gaussschen Ausdrücke A, B, 0, D, D', 
D', E, F, @ nur dann ihre geometrischen Bedeutungen beibehalten, wenn sie 
in reellen Veränderlichen gebildet werden. Will man daher beim Studium 
der in Rede stehenden Flächen complexe Veränderliche anwenden, so hat 
man zunächst Relationen zu entwickeln, welche die in den Variabeln p, 
q gebildeten Grössen A, B, C, D, D', D", E, F, @ mit den entsprechenden 
in den Variabeln und vo gebildeten verbinden. 

Nennen wir die analytischen Functionen, deren reelle Theile die 
Coordinaten der betrachteten Flächen darstellen, erzeugende Funetionen, 
so gehören zu je drei erzeugenden Functionen zwei Flächen; die Coordi- 
naten der einen sind die reellen Theile jener Funetionen, während deren 
imaginäre Theile dividirt durch ö die Coordinaten der zweiten Fläche dar- 
stellen, welche die verwandte der ersteren heissen soll. Hiernach besitzt 
ein und dieselbe Fläche nur eine verwandte oder mehrere, je nachdem sie 
aus nur einem oder aus mehreren Systemen von je drei erzeugenden Fune- 
tionen hergeleitet werden kann. Der zweite Theil unserer Untersuchungen 
wird nun die Beziehungen unserer Flächen zu ihren verwandten behandeln. 

Im dritten Abschnitt werden wir die Bedingungen betrachten, unter 
welchen eine gegebene Fläche zu den betrachteten gehört, d. h. erzeugende 
Functionen besitzt. 


7” 
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I. 


Nennen wir die erzeugenden Functionen U, V, W, ihre complex ceon- 
jugirten U,, V,, W,, so erhalten wir als Darstellung der Coordinaten unserer 
Flächen: 
= = 4(U+ U) | 
y=3l/+ M, | 
3 = 1(W-+W,;). 

Hier sind U, V, W Funetionen von «= p+gqi; U, V,, W, solehe von 





























=poqi. 
Neben den Gaussschen Ausdrücken: 
413 0  0Oy B9-% Oz 0x de ‚_ O2 Oy 06m öy 
op og oq op’ - 5 oq op’ op og oq op 
fo 
As +B44+0 =D, 
öp? op 
a o’y 0°2 
/ . when u ; 
opeg Opdy Opdg D, 
Aa 0 
oy og og 
oy\ 03 ar 
(2 =) + Ha) = E, 
0x 0x oy oy , oo &% 
er 
op ca Cop da op eg ’ 
oy 
(3) (3): (=) =6, 
führen wir folgende Bezeichnungen ein: 
"BURG. nina Ben ee ee a 
ou cv Qu’ du &% ov ou’ u a KM’ 
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DJ © L f Y y Mi »- w ir Sy 

ov? ov° ov? I 

© =) Em u: 

E: ou 6 I | 

Or Or a &y , 0% u ® | 
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| Hier sind die Grössen \, 3, GC rein imaginär, D’ ist die complex conju- 
On- girte zu D, negativ genommen, & ist complex conjugirt zu E, und % ist reell. 
Zwischen den Gaussschen Ausdrücken und den von uns eingeführten 





rer 
bestehen jetzt folgende Relationen: 
A=—2UU, B=-—-2UiB, C=—-2%iß, 
D=-2(D+®D"), D'=2(D-V, D’=-2Ü(d+D"), 
| E=€&+25+6, F=i(&-6), G=-(E-25+6©), 
a | EG—- F=4(%-€9). 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Sätze: 

1. Entspricht den Geraden p = const., q= eonst. in der pg-Ebene 
ein orthogonales Curvensystem auf der Fläche, so ist & reell. 

Fi 2. Ist dieses Curvensystem zugleich isometrisch, d. h. besteht für 
dasselbe auch die Gleichung E=G, so ist CE = 0, 

3. Entspricht den Geraden p = const., q = const. in der pg-Ebene 
auf der Fläche das System der Krümmungslinien, so muss & reell, D rein 
imaginär sein. 

4. Entspricht jenen Geraden das System der Asymptotenlinien, so 
wird D reell, und ist dieses System ein orthogonales, so wird zugleich 
& reell. 

Werfen wir jetzt einen Blick auf die Krümmung unserer Flächen. 
Der Ausdruck für den reeiproken Krümmungsradius eines Normalschnitts wird: 

1 1 Ddau”’+D'do’ 
0 es ‚EG? Edu’+25dude +& do?’ 
und die beiden Hauptkrümmungsradien 9,, ©, sind die Wurzeln der Gleichung: 
| DD’ eVYEG-F.ilED’+GD)+F-EG) = 0. 
-, Man hat daher: 
1 1 _ iED’+GD) 
a Der 7% 


worin der Nenner eine reelle Grösse ist. Es ist somit die mittlere Krüm- 
mung unserer Flächen gleich dem doppelten imaginären Theil von ®D 
mal ö, dividirt durch (°— E©)!. 

It €=0, so verschwindet auch © Man erhält somit einem be- 
kannten Satze gemäss für E=0 eine Minimaltläche. 

Für das Krümmungsmaass < ergiebt sich der Ausdruck: 


DD” 


E == = —r So © 
O, (5° —-66)’ 





rn 
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sitzen ein negatives Krümmungsmaass. 

Die Asymptotenlinien unserer Flächen sind daher stets reell, und die 
Dupinsche Indieatrix ist eine Hyperbel. 

Das Quadrat des Linienelements nimmt in den Variablen « und 
die Gestalt an: 


— EdW+2%dude + do’. 
Drückt man das Krümmungsmaass z durch die Coeffiecienten dieser qua- 
dratischen Form und deren Ableitungen aus, so erhält man die beiden Dar- 


stellungen: 
325 ö 5 9% 
(6-3) RP 4 od + (8 oO" 44 eE& ya 06 og 


Er Oudv du 30 © ou Or A cv 7 ov 
(E5-) 
und 4 
a 
* ER... SEE 
TR 1 Ä A Y68— 7° ou 5 
yes? ov 


wovon die erste dem von Gauss, die zweite dem von Liowville aufgestellten 
Ausdrucke für das Krümmungsmaass analog ist. Für &E = 0, wenn also die 
Fläche zu den Minimalflächen gehört, ergiebt sich die bekannte Darstellung: 
er ps 1 o’log® 
5 oOuco 
An die Seite des Satzes, dass unsere Flächen stets ein negatives Krüm- 
mungsmaass besitzen, somit die Hauptkrümmungshalbmesser von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sind, tritt ein zweiter über die Krümmungshalbmesser 
derjenigen Normalschnitte, welche die Tangenten der Curven p = const.. 
q = eonst. im Punkte p, g der Fläche enthalten. 
Da die Coordinaten x, y, » unserer Flächen den Gieichungen: 
dr, ö% ya _g ad 


tt tet 








genügen müssen, so folgt: 
D+D'" 


Bezeichnen wir nun den Krümmungshalbmesser desjenigen Normalschnitts 
in einem Punkte der Fläche, welcher die Tangente der Curve q = const. 


Da D” die complex conjugirte zu D ist, negativ genommen, so erhalten wir 
den Satz: Alle Flächen, für welche erzeugende Functionen existiren, be- 








x 
F 
N 
\ 
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Fir 7 enthält, mit g,, und den entsprechenden Krümmungshalbmesser für p = const. 
e- 7 mit o,, so bestehen die beiden Gleichungen: 
4 er A 
ie E %® YvE-F’ % yEs-P ’ 
5 und somit: 
i | E 4 G e\ 
0% 
: E und @ sind aber wesentlich positiv. Haben daher e, und eg, endliche 
j Werthe, so besteht der Satz: 
a | „Die Krümmungshalbmesser derjenigen Normalschnitte in einem 
1- 55 Punkte der Fläche, welche die Tangenten der Curven p = const., q = const. 
@ enthalten, besitzen entgegengesetzte Vorzeichen.“ 
Wird hingegen eine der beiden Grössen oe, und go, unendlich, so 
muss auch die andere unendlich werden, und es folgt der fernere Satz: 
„Fällt eine der Curven p = const., q = const. in einem Punkte der 
Fläche mit einer der beiden Asymptotenlinien zusammen, so fällt die andere 
mit der anderen Asymptotenlinie in jenem Punkte zusammen.“ 
Die Differentialgleichung der Krümmungslinien wird in unseren Be- 
zeichnungen: 
en | DA + (GD- ED) dude - SD de’ = 0, 
ie | und die der Asymptotenlinien: 
8 I DawW+D de = 0. 
5 IE 
- 4 Nachdem wir einige Haupteigenschaften unserer Flächen kennen 
u gelernt haben, wenden wir uns zur Betrachtung der verwandten Flächen, 
t.. | deren Coordinaten, wie schon erwähnt, durch die Faetoren von i in den 


imaginären Thheilen der erzeagenden Functionen dargestellt werden. 
Nennen wir die Coordinaten der verwandten Flächen «&,, y,, z,, so 
erhalten wir demnach für dieselben die Ausdrücke: 


ee, 
zz = ; (U -U,), 





1 j Mn 
y= 5; — Fi). 


Aa FD NE ERIE N RE 


1 N 
,;(W-MW\). 
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Setzt man jetzt: 








ku oy, 9%, _Oy, ©%, _ 02, O2, 0, 0m, (= Or, Oy, _ Oz, ©y, 


op 0q dq op’ a EEE dp 0q oq op’ 





or, o’y, 23 
A, Op’ -+B, Op’ + 1 op? ai D,. 
oh '. 0’ ’y ırf 0 2 Ba ' 
'öpogq 'opog Gais =D, 
0’x o°y, o’2, rr 
Ag ‚+B öq 2 +6, ög’ “> D;. 


I 
> 


’oy, 1 
ne) + +) 


O2, dr, , oy, ©y, 5 02, 0% _ F 
"3 aa a pa m 


He) = 6 























A — oyı O8 _yı y _ 9 98, _%, O8, Eee 
u ou 00 ov u’ ou 00 op ou’ | cu © ov ou’ 
CA ZEN SEC DEI Ach SDR, | 
ou? gi I Ou’ n 








0° T, o ı N o? Z 7 
U; R + D, 7 Zu +6, - ER == D . 
E 


2. a. @)- 


Or, Or, 29 Y, Oy, , 9%, ©, m 
du ov = oO» ou ©» ’ 1 


GH - | 


so bestehen in Folge der Relationen: 











= 
































02 or, a x. FRRERRe. BER 0, 
Mr Wi. re 
02 _ __ ©, Di ..- % __ dm 
a wi 9 pP’ 4 op ’ 
02 _ „0m, A. O8 _ ; 98: 
he win nr zu 
O2 _ _.0 My _ _.öOy, 0% a 
dv %.’ % Br Bar: a: 


die Gleichungen: 
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E AU=-U, B=-D, = &,, 
, -D=Dd, -—- V'= 9, 
E=-6, 3-5, 6=-6, 


In Folge dieser Beziehungen braucht man bei der Betrachtung der ver- 
wandten Flächen allein die für die ursprüngliche Fläche berechneten Aus- 
drücke A... W... zu Hülfe zu nehmen, und es ergiebt sich für die ver- 
wandten Flächen: 

1. Ist das Curvensystem p = const., q = const. orthogonal, so muss 
& reell sein. . 

2. Besteht für dasselbe auch die Gleichung E=G, so muss E=() sein. 

3. Entspricht den Geraden p = const., g= const. in der pgq-Ebene 


REDE 


auf der Fläche das System der Krümmungslinien, so muss E und ® 
reell sein. 

4. Entspricht jenen Geraden das System der Asymptotenlinien, so 
wird D rein imaginär. 

Aus der Vergleichung dieser Sätze mit den entsprechenden für die 
ursprüngliche Fläche aufgestellten ergeben sich die folgenden: 

1. Schneiden sich die Curven p = const., q = const. auf der ur- 
sprünglichen Fläche orthogonal, so auch auf der verwandten. 

2. Sind die Curven p= const., qg=const. auf der ursprünglichen 
Fläche Krümmungslinien, so sind dieselben auf der verwandten Asymptoten- 
linien, und zwar schneiden sich dieselben rechtwinklig. Umgekehrt: Bilden 
jene Curven auf der ursprünglichen Fläche das System der Asymptoten- 
linien, und ist das letztere orthogonal, so bilden sie auf der verwandten 





Fläche das System der Krümmungslinien. 

Die bekannte Eigenschaft der Minimalflächen, dass ihren Krümmungs- 
linien auf der verwandten Fläche Asymptotenlinien entsprechen, wenn die 
Gleichung € = 0 besteht, kommt hiernach allen Flächen zu, welche sich 
in der Weise aus erzeugenden Functionen herleiten lassen, dass die Curven 
p = const., g= const. Krümmungslinien werden. 

Wie folgendes Beispiel lehrt, sind die Minimalflächen nicht die ein- 
zigen Flächen mit genannter Eigenschaft. 

Setzt man: 


COSUu 
D n 6° 
Journal für Mathematik Bd. XCVIH. Heft 2. 18 / 


a j 7 = “ ri ah “ « 
EEE ee m 
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so wird: 
1 . : 
=; (sin «a --sino), 
y I Z (C08u — C08P), 
= gro) 
ie Fnckeä 
und 
D — — (cos(u—0)-1), 
1 
& = zu WM 


Die Curven p = const., g= const. sind daher Krümmungslinien unserer 


l"läche, deren verwandte die Meusniersche Schraubenfläche ist. 


Betrachten wir jetzt die Krümmung der verwandten Flächen. Der 
Ausdruck für den reeiproken Krümmungsradius eines Normalschnitts wird: 





EN 1 — D' dp'+2Ddpdg+D'dg? 
0  VEG—F?  Gdp’—2Fdpdg+Edg’ 
oder 
a 1 Ddu’—iD'’dv? 
"sa vVEH-F’ Ed’ —2%dudo+Gdo’ 


Nennen wir e, den Krümmungshalbmesser desjenigen Normalschnitts, welcher 
die Tangente der Curve g= const. in einem Punkte der Fläche enthält, 


und den entsprechenden für p = const. o,, so wird: 





ERBE. Bl Bear .. 
0, GVEG-F’ © EVEG-F' 
also 
G E 
’ ne: v. 0. 
0)» 0, 


Haben die Grössen @,, @,; @,; 0, endliche Werthe, so besteht in Folge der 


(rleichung: 


E G 
+ — (0) 
0, 0, 
die Relation: 
OR 0%. 
0, 0, 


Die beiden Hauptkrümmungsradien sind die Wurzein der Gleichung: 


DD" 0 0.(ED’-DENF-CCHF-C6) = 0. 
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u ä - HGYHED’ 
Die mittlere Krümmung wird daher durch den Ausdruck Go dar- 
t us Zr 


” . ° ® rg \ . \ .. GD 
sestellt, sie ist somit gleich dem doppelten reellen T'heil der Grösse FGO)! 
\t N ’ 


negativ genommen. 


2GD 


Wir können daher den Ausdruck als Repräsentanten der 


(I EG): 
mittleren Krümmung beider Flächen betrachten; der reelle T’heil stellt die 
mittlere Krümmung der verwandten, der imaginäre Theil dividirt dureh 
stellt die mittlere Krümmung der ursprünglichen Fläche dar. 

Ist & reell, D® rein imaginär, so ist auch unser Ausdruck rein ima- 
oinär. Daraus folgt der Satz: Entsprechen den Uurven p = const., qg = eonst. 
auf der ursprünglichen Fläche Krümmungslinien, so ist die verwandte jedes- 
mal eine Minimalfläche. 

Die mittleren Krümmungen der beiden Flächen sind daher im All- 
semeinen verschieden. Anders verhält es sich mit dem Krümmungsmaass. 

dd 


at ia 


Dieses wird für die verwandte Fläche: ‚ somit ist es gleich dem 


’—E5) 
Krümmungsmaass der ursprünglichen Fläche. 
Die Differentialgleichung der Krümmungslinien der verwandten 
Fläche ist: 
IDAauW" - (GD+ED)dude +5D’ dv’ = 0, 
und die der Asymptotenlinien: 


Daw -D’ de” = (0. 


Wir können die verwandte Fläche als eine Abbildung der ursprünglichen 
Fläche auffassen. Solche Punkte beider Flächen sind als entsprechende 
zu betrachten, welche zu denselben Werthen der Variablen p, q oder «, ® 
sehören. 

Diese Abbildung ist nun durch folgende Eigenschaften eharakterisirt: 

1. Die Normalen beider Flächen in entsprechenden Punkten sind 
parallel. 

2. Der Winkel, welchen die Curven p = const., qg = const. in einem 
Punkte der verwandten Fläche bilden, ergänzt den Winkel, welchen diese 
Curven im entsprechenden Punkte der ursprünglichen Fläche mit einander 
einschliessen, zu zwei Rechten. 


3. Wegen der Relationen: 
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09 6 0x X, 
Be 
VE v6’ v6 VE, ' 
©, oy 9Y, 
. HE. ie. See 7 
VE v6’ v6 VE ' 
02 02, 02 08, 
0 E; e.. ERE . 2 
vE ve’ v6 VE,’ 


folgt der Satz: In al a Punkten beider Flächen ist die Tangente 
der Curve g=const. auf der ursprünglichen Fläche der Tangente der Curve 
p= eonst. auf der verwandten parallel, die Tangente der Curve p = const. 
auf der ursprünglichen Fläche der Tangente der Curve g= const. auf der 
verwandten entgegengesetzt gerichtet. 
4. Beide Flächen besitzen in entsprechenden Punkten dasselbe 
Krümmungsmaass. 
Legen wir uns nun die F rage vor, wann durch die Curven p = const., 
g = eonst. eine conforme Abbildung der ursprünglichen Fläche auf die ver- 
wandte vermittelt wird. 
Für das Quadrat des Linearelements der ersteren erhielten wir den 
Ausdruck: 
Edu’ +25 dudv+Gdo’, 
und das Quadrat des Linearelements der letzteren wird: 
— Edu’+ 2% du do — Gdv. 
Da 45 = E+G, so kann % nicht verschwinden. Man sieht daher, dass 
eine eonforme Abbildung nur dann vermittelt wird, wenn &= 0 ist, d. h. in 
dem Fall, wo Minimalflächen aus solchen erzeugenden Functionen herge- 
leitet werden, welche der age 


(4 du —) +6 du ) Hehe 


genügen. Weil alsdann die Linearelemente nicht nur proportional, sondern 
auch gleich werden, so geht einem bekannten Satze gemäss die conforme 
Abbildung in eine Biegung über. 

Die angeführten Beziehungen der ursprünglichen Fläche zu der- 
Jenigen ihrer verwandten, welche mit ihr aus denselben erzeugenden Func- 
tionen hergeleitet ist, kann man noch durch zwei Flächeninhaltssätze ver- 
vollständigen. 
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Denken wir uns in der pg-Ebene ein Rechteek eonstruirt, dessen 
Eekpunkte die Coordinaten p,gu, Pu, 9,P, pg haben. Das Rechteck unter- 
werfen wir der Bedingung, dass die ihm auf der ursprünglichen und auf 


der verwandten Fläche entsprechenden Flächenstücke einfach zusammen- 
hängend sind und keinerlei Singularitäten besitzen. Diese beiden Flächen- 
stiicke sollen als einander zugehörige bezeichnet werden. Der Flächenin- 
halt beider wird durch dasselbe Doppelintegral: 
r/ı } > 

3 YA?+B’+ C.dpdg 

DB 
dargestellt. Wir haben daher den Satz gewonnen: Zugehörige Stücke bei- 


der Flächen besitzen denselben Flächeninhalt. 

Denken wir uns ferner die Begrenzungen der einander zugehörigen 
Stücke durch parallele Normalen auf die Gausssche Einheitskugel abgebildet. 
Dadurch entstehen zwei völlig begrenzte Stücke der Kugeloberfläche, deren 
Inhalt die eurvatura integra je eines der zugehörigen Stücke unserer Flächen 
angiebt. Die curvatura integra wird bekanntlich dargestellt durch das 
Doppelintegral: 

in YA’+ B’+ 0”. dpdg, 
"Ps 9 
wo z das Krümmungsmaass bezeichnet. Da nun unsere Flächen in ent- 


sprechenden Punkten gleiches Krümmungsmaass haben, so ergiebt sich der 
Satz: Zwei einander zugehörige Stücke der ursprünglichen Fläche und 
ihrer verwandten besitzen dieselbe curvatura integra. 

Am Schlusse dieser Ausführungen sei es gestattet, auf folgende Frage 
einzugehen: In welcher allgemeinen Form stellen sich die erzeugenden 
Funetionen einer Fläche dar, wenn auf derselben eine vorgeschriebene ana- 
Iytische Linie liegen soll? 

Es sei zunächst diese Linie eine ebene Curve. Denken wir uns die 
Coordinaten derselben durch analytische Functionen der reellen Variabeln 


p so dargestellt, dass: 
2=f(p), y=fi(p) 


wird. 


Alsdann sind die erzeugenden Functionen der geforderten Fläche in 
toleender Form enthalten: 


I 


U= f(u)+tiyp(u), 
V= f(u-+iy,(u), 
W = igy;(u). 
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Die Funetionen (a), (a), (wu) sind hierbei der Bedingung unterworfen, 
für reelle Werthe von a selbst reell zu sein. Es fällt dann die Curve 
q=( mit der vorgeschriebenen ebenen Curve zusammen. Wenn die Func- 
tionen p(u) und Y,(w) constant sind, so lässt sich die Bedeutung angeben. 
welche die ebene Curve auf der Fläche besitzt; sie ist nämlich dann eine 
Krümmungs- und geodätische Linie der letzteren. Um dies zu zeigen. 
erinnern wir uns an folgenden Satz: Bildet die Tangentialebene einer Fläche 
längs eines ebenen Schnittes derselben mit der Ebene des Schnittes einen 
rechten Winkel, so ist die Schnitteurve eine Krümmungs- und geodätische 
Linie der Fläche. Wir haben also nur zu zeigen, dass für g= 0 die Grösse 
& identisch verschwindet. Nun wird: 


ws 1 (Sm) of, e: fe) öf, 
x ou al oO ou 
und für g=d: 


ou oo ou 00 
sodass & in der That Null wird. 


of) _ A) cha) _ OF) 


Ist zweitens die vorgeschriebene Curve nicht eben, so stellen wir ihre 
Coordinaten in der Form dar: 
z=f(p), y=f(p), »=f(p) 

und erhalten für die erzeugenden Funetionen der geforderten Fläche: 

U = f(wW)+iy(u), 

V= fu) +ig, (u), 

W= fu) tip; (u). 
Hier sind die Functionen p (w), Y,(a), 9,(u) wieder der Beschränkung unter- 
worfen, für reelle Werthe von u selbst reell zu sein; denn nur dann fällt 
die Curve g=0 mit der vorgeschriebenen Raumeurve zusammen. Wenn 
r(au), Y,(a), Y;(u) verschwinden, die Fläche also einfach dadurch entsteht. 
dass man in den die Coordinaten einer Raumeurve darstellenden Funetionen 
an Stelle des reellen Arguments ein complexes setzt, und nun die reellen 
Theile der entstehenden Ausdrücke als Coordinaten einer Fläche betrachtet. 
so ist die Raumeurve auf der Fiäche dadurch ausgezeichnet, dass längs 
derselben die Grössen WA, B, & identisch verschwinden. 


1. 
Gehen wir jetzt auf die Bedingungen ein, denen die Coordinaten 
einer vorgelegten Fläche genügen müssen, damit für dieselbe erzeugende 
Funetionen existiren. 
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Sind die Coordinaten z, y, 3 einer Fläche die reellen Theile dreier 
analytischer Funetionen des complexen Arguments «= p+gi, so bestehen 
die Gleichungen: 


O’x O’r o°ı 0% ou. u 
op? a wo 0, =, + Bu V, Bw ag er V. 
p q op og op oq 


Dieselben sind, wie man sich leicht überzeugt, äquivalent mit den Forde- 
Tungen: 
% ll. D+D" = Ö, 
” 12. G-E+%F ist eine Funetion von p+gqi. 
Sind nun die Coordinaten einer Fläche als Funetionen der Veränder- 
lichen p,, qı gegeben, so müssen sich, falls für die Fläche erzeugende 
Funetionen existiren sollen, solche Substitutionen: 


a ae FE an f \ 
p=f(p» 9) = fi(p, g) 
finden lassen, dass die Gleichungen: 





or | o’x 0 0’ 0° 0*z 
++ =0, 74 +4=0, 4 =0 
op oq op oq op og 


für alle Werthsysteme von p, q erfüllt sind. 
Nun hat man: 














oz 3. (2 2) +2 oO’ op, 04, 4 Er og, ) + Or op, t or o’q, 
op“ @; 2 op,öq, Op op og \p op, op"  ©q, Op?’ 
on _ (Zi) +2 BE, 98. (SE, Sei Be 
og’ op,og, oq og og, og op, og og, og’ I 
n2 Syn. n?2 N. 
woraus die Ausdrücke 4, I resp. °% © dureh Vertauschen von r 
op’ op og og 


mit y resp. z hervorgehen. Wir erhalten demnach die drei Bedingungen: 
































or jöp, pi, 9x j8’q, a op! 
ep, !op? dg?\ ag, !op’ Bat) op: N op ( Jg / N 
p, ‘0I 1 og, '0f og op; I .oq 
2 O’r op, og, , pP, og‘, x (2 9, \ F' (2 a. )| ii 
op, °n \ op Op oq ©g Li? g No jr / ) ’ 
oy (0 Pp Fl + Iy \c n , c q, ol yı op, N 
‘op (op? +7 og’ oq, !op? 77 \r op? '\ op Mn) + a) 
(2.) 1 1 . / " | N 
9 o’y EEETERRT ne 
Ki op, og, Op Op oq og äü oy! I\ op’ og ) >: 
0% IP, op, 0 (0°, , A’ql , 0° frop, Ki 
op, op“ og’ ep: gq, lop’ og’ \ cp, op | ae #3 





I\ 


25 oz yop, 09, , Op, O1, 9% (rd 4) 
or,og, !op cp oq ©g og: op / oO 2 
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Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit A, B, C, dann mit 


02 u % Or EN. 03 REN 
FARB Ra: endlich mit ee Far: und addirt jedesmal, so nehmen 


l 








unsere Bedingungen folgende Form an: 


Op, 9, ‚op, 1 1 1 D' 1 1 
HEHE Ir at? CAREAET 


EZ a] 


ur ö un .8g, | | 
en E + AWE: et 


DENE ETC ACH] 


3 . 
| + = 2 + 445 a Hr) Ben. 
Wie kann man jetzt zeigen, dass eine Minimalfläche sich stets aus erzeu- 
senden Functionen herleiten lässt? 
Wir wählen die Variabeln p, und g, so, dass ihren constanten 
Werthen auf der Minimalfläche Krümmungslinien entsprechen. Dann geht 



































die Bedingung, dass die mittlere Krümmung verschwindet, in die folgende 
über: @D+ED” = 0, und die Gleichungen (3.) werden: 


N -) 


4 nn Br, (@ y4 CAlEz r OE a ah Bun 


2 Ge] - 


2° oE 6, 6) 
ee IC Duc Hj2 I 2 5 2 


> 
er 0G (eur. +) = \ 
og, Nop e: 
Führen wir jetzt die weitere Voraussetzung ein, dass p, nur eine Function 
von p, q, nur eine solche von gq ist, so werden die Curven p = const., 


q= eonst. ebenfalls Krümmungslinien der Fläche, und die letzten Glei- 
chungen lassen sich dann so schreiben: 


ur Zu (u) BF, 














‚Jo°q, 
a top’ Tag 























d’ OE /dp & \ 

u REP RE | Lo 
Ep u: (a) Hör (2) vn 
d’q, OE /dp, (= Pi 
G dq’ 209 (u) +3 - 2) =. 
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r Differentiirt man die erste dieser Gleichungen nach p, dann nach q, so über- 
en 7 zeugt man sich, dass die beiden letzten Gleichungen eine Folge der ersteren 
| sind. Die Integration dieser gelingt jetzt mit Hülfe einer Bemerkung des 
Herrn Schwarz (Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen, dieses 
0, Journal Bd. 80 Seite 283). Nennen wir den einen Hauptkrümmungsradius 
| a ar n ’ u = 
i o, so Ist Jetzt eine Function von p, allein, eine solehe von g, allein. 
| N i 0 0 


Setzt man daher 


0, dp — | - dp,. dgq = | = dq:. 


so ist die Gleichung: 


ungern 1. 








E(P ) G ( dq, \ N 

dp / \ dq / 

0. i 
erfüllt; p und q werden durch Quadraturen erhalten, und durch Umkehrung 

u 1 der betreffenden Integrale ergiebt sich p, als Function von p, q, als Func- 

| tion von q. 
en Die Coordinaten einer Minimalfläche lassen sich daher in der Weise 
eht | als reelle 'T'heile erzeugender Functionen darstellen, dass die ÜUurven 
de 5  p=eonst., g= eonst. Krümmungslinien werden. Dann ist aber nach einem 
oben bewiesenen Satze auch die verwandte Fläche eine Minimalfläche, somit 
| —26D . i h 
| muss — . —__—; identisch verschwinden, woraus sich E=&=0 ergiebt, d. h.: 
= (8 E86)? 
 dU dVS’ /dWN’ 
TDEr YEir az 
du du du / 

0. Es ist übrigens nieht nothwendig, dass die erzeugenden Funetionen einer 
Minimaltläche vorstehende Gleichung erfüllen. Man überzeugt sich davon 
leicht dureh die Betrachtung der schon erwähnten Mexsnierschen Schrauben- 

a fläche, für welche: 

S . . \ ’ \ Mh 
z = I(sinu+sine), y=!(cosu+cose), 3=!(u+e), tg 2 
. i " ” 
ion =. u, | 
( 5 ( ( 
. GUY (ary Lay _ 9 
: du du =, 


lei- $ wird. 


Besteht hingegen die Gleichung: 


te = 9 





» so hat wegen des Verschwindens von & das Üurvensystem p = const., 
; = eonst. die Eigenschaft, isometrisch und orthogonal zu sein, d. h. die 


Fläche in unendlich kleine (Juadrate zu theilen. 
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Schlussbemerkung. 





Die Bedingungen dafür, dass eine gegebene Fläche erzeugende Func- 
tionen besitzt, können auch in folgender Form dargestellt werden, deren 
Herleitung später mitgetheilt werden soll. 







Nennt man die Richtungseosinus der Normalen in einem regulären 
Punkt der Fläche S, 7, 5; g,, @, die beiden Hauptkrümmungsradien; A,, B,, €, 
die Riehtungseosinus der Tangente der zu o, gehörenden Krümmungslinie 
und setzt: 

































EHE) = m, 
rn = 

tan an tage = Nll.cona, 
Er HOZE = Nom, 


so bestehen folgende Relationen: 


E = N’(gc08’0+0;3sin?o), 


BR CUT 


F = N.M(g;c080c08(0 —w)+g3sinosin(0 —)), 


G = N’ (gc08’(0 — ©) + E:sin’(0— w)), 


D m i wer 
VEG_F' = N (g,608°0+9,sin’ 0), 
u 
?__ = N.M(e,c080c08(0 re 
VEG_P = NL (o, CGOSG COS (0 —— w) + 0, SIN OSINn (0 _ ©)), 
p'" . PER > a 
VEG-F == J (0, c08°(6— W) +9, sin (0 — w)), 


EG—F’ = N’. M.o;o;sin’w. 
Sollen jetzt die Coordinaten der Fläche die reellen T'heile dreier Functionen 
von p-+gi sein, so gehen die Bedingungen III, (1.) in die folgenden über: 
N’ (g,c08’0 + 9,sin’o)-+ M’(o, c08’(—w)+9sin’(—w)) = (0, 
e1(Meos(o— w)-+iNe080) + 03(Msin(o—w)+iNsino) = f(p+qi). 


Es seien jetzt die Coordinaten der Fläche als Functionen der Variablen 





Pı, gı gegeben. Die in diesen Variablen gebildeten Ausdrücke N, M, o, w 
sollen mit N,, M,, o,, ®, bezeichnet werden, so dass: 


e € )+( En )+ +5, ) = wu f 















NCc- 
en 


ren 


nie 


IE 


er: 


bestehen die Transformationsformeln: 


r [®) 
N, e080, 7—- + M, cos (0, —w,) — 
op 


M cos (0—w) N, 608 9, - M,cos(0,—w,)- 


. op 
N, sin o, — ) 9, 





M sin (0— w) )- q, 


sr op BR 
N, sın O, Zn == M, sın (9, 
’gq \ 


p, und g, den Bedingungen genügen: 
N, (9, €c08°0 +0, sin’ 0) (2 ) 4 @ 
op 


+2N, M, (0,6080, 608 (0,— ®,)+ @, Sin 0, sin (0, — ,)) ( A 


og 


BEN 4: 
+M, (0, cos’ (0, — 9,)+0,sin' (0, „2; )) ) ICE (> 


PL) + M,cos (0 


oO q 


og, L Fr an) 
= N ( 





0, IN, cos 0, ( it 


ra 


7 
+0) N, sin o, ri a m) 4 M, sin (0, — w,) (4 | 


Diese Bedingungen sind 


chungen äquivalent. 
‚im Mai 1884. 
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09, 
o p 


0 
oO q 1 


op ’ 


og 


Soll nun die betrachtete Fläche erzeugende Functionen besitzen, 


99. 


op 


2) \ 
wi 


here 








so müssen 


3 op, 09, \ 
oq og J 
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/ur Theorie der hyperelliptischen Functionen erster 
Ordnung. 


(Von Herrn Martin Krause in Rostock.) 


In Folgenden sollen Methoden angegeben werden, mit deren Hülfe 
man die Differentialgleichungen ableiten kann, denen die Periodieitäts- 
moduln der hyperelliptischen Integrale und die Thetafunetionen mehrerer 
Veränderlichen für die Nullwerthe der Veränderlichen Genüge leisten. Als 
erster Ausgangspunkt soll das Additionstheorem der T'hetafunetionen dienen. 
Soweit dem Verfasser bekannt, ist dieser Ausgangspunkt bisher nicht be- 
nutzt worden, vielmehr dienten den mannigfachen Arbeiten, die über diesen 
Gegenstand erschienen sind, stets Integralbetrachtungen als Grundlage. 
Gerade in dem vorliegenden Falle aber scheint der angedeutete Weg nicht 


ohne Interesse zu sein. 


Erstens gestalten sich die Betrachtungen durchaus elementar — so- 
wohl im Prinzipe als in der wirklichen Durchführung — zweitens aber 


gruppiren sich die genannten Differentialgleichungen unter einen und den- 
selben Gesichtspunkt als kleiner Theil einer unendlichen Kette von Glei- 
chungen, deren jeder eine Bedeutung für die 'T’heorie der hyperelliptischen 
Transcendenten zukommt. 

Wir führen die Methode nur für die hyperelliptischen Funetionen 
erster Ordnung durch, bemerken aber, dass sie weiter reicht. 

Uebrigens ist der Versuch, die Theorie der hyperelliptischen T'ran- 
seendenten auf die T'heorie der 'Thetafunetionen zu gründen nicht neu 
es braucht nur an die nachgelassenen Vorlesungen Jacobis über elliptische 
Funetionen und die Betrachtungen erinnert zu werden, die Herr Weierstrass 
im Anschlusse an dieselben in neuester Zeit in den Sitzungsberichten der 
Berliner Akademie veröffentlicht hat. 
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ei. 
Aus der Form, die Herr Königsberger im 64. Bande dieses Journals 
dem Additionstheorem der 
hat, folgt unmittelbar die Formel: 


T'hetafunetionen zweier Veränderlichen gegeben 


3 900, 9) 
3,(v,,v,) 
od, 
FO. I,( (© Je 3 (9, ® 
F.(0,,%,) 
Ö, @, v,) 
aus nach bekannten Regeln und mögen nicht NARERRR Nr ih werden, 


F Age." 
jun 
ht 


I.3.95(0,, d) 





! N . 
= Id), v). Fu (©,, ® Fa ( Ü |» d;). 


Die Differentialquotienten der übrigen 14 Quotienten folgen hier- 


viel- 


mehr beschränken wir uns darauf, auf die schon eitirte Arbeit von Herrn 


Königsberger und auf eine Arbeit des Verfassers hinzuweisen, die sich im 


(lritten Bande der Acta mathematiea befindet. 


Aus den Beziehungen, die zwischen den T'hetafunetionen bestehen, 
folgt leicht, 


unabhängig sind, 


dass die zwölf Grössen 9, nieht sämmtlich von einander 


(©, () 


sondern dass wir setzen können: 


g' (g.\ K Bd. “a III, g(p. K A EEE Lö 
vU2\ Ü N — > = 4 . )) u ’) = a 
Ai. 2 OEREHRE N u 9.9.9: 
g' (p.\ K ER 5 2 ) g' K Fr Fr F.0 
Us ® oo Bi ld. _— a 5 -- 

ae “ > Ze Je 5 WG z u Id, 

f „ur ._. F a 3 ‚ , ar v4 EV, RR | Ev 
var 0) = A, j I, - f = ) Is U, u IK, 1 Ki; ur z Be 

Bene. N AeL N Z 3 7? F 

N m ) > x >. Ry; MR, . v7 er . N m ir v4 IR | IU 

Fl %)o — (K,, +7 IK,,) x - r 3 &, ) - (2° K + Bi.) . 


C 
Wi. 


; a u ze 0 BAR I, 
Ku+akK,) u, lol) (KK. +K.) 4 
( 11 | 21, va 7 .$ t \ ) E 1. 5 "5 .s 


Fr, Ms, > Rv; rar a u 
) - 34 h m v, 4 - ı RK > + ee 23 . 
KERN j \ hy a 7, 





U 4 f * \ —— 
Il Ju = 


a' x 
F(% u >= 


Hierbei ist: 


(K,+tu K. 


K,; Bi TORE, K, > ;; = N i 
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so folgt umgekehrt: 


K u, an 


12 
K 
Ben “ K\, a P 
ae u KT ra + #2 Us, 


ce Ye u, = KU + Zn, 


und es ist allgemein: 


Kl (B, WE K,, fw,v) _ K,, fer.) 
ou, op, "ER 
‚oflv,®,) _ off, v,) Of(v,,d,) 
. Te K or, +Au- nn 
Wir wollen ferner setzen: 
3,(d,,v,) 


F (Ü, v,) a al, a 1) 


und die Grössen 
oal,(u,, u, o’al,(u ,u, o’al,(u,,u, 
al,(u,, %,), $ ) nt) = alt, %,) 

län ou; ou; ou, Ou, 
für die Nullwerthe der Argumente der Reihe nach bezeichnen durch: 

al,. al, (u). al, (u,). al, (u, 9). 

Dann folgt, dass Gleichung (1.) und das aus ihr sich ergebende System 
richtig bleibt, wenn wir an Stelle von 


Be (9) 3.01, 03) 


der Reihe nach setzen: 
al, al,(u), al,(u, %.). 


Ferner folgen die Formeln: 
III 


al, (u),= 0, a A TE 
al,(u1 = — gg ‚ ct, 

a 

KRONE BE Ta a SO 

a 
ah ET a 


Ferner folgen die Werthe der zweiten Differentialquotienten: 








ET ROTT ee n T n N. or 








REED EN AR 


: 
’ 
N 
&% 

} 

















al) (uw) = alhu‘, al, (u, = alu, 
al, (u) = AWP +R), 
al, (%,)o = al(wW—)), al, (u,, 0), = al (u’— 4), 
al, (u) = ah), 
a, u» = au 1A +), alı (u, = al, (zu), 
ana = - FR - HL RU), 
a, (u. = Als“, al, (u, = alu, 
ae = Pre ru g* 
ad, un all —A+u)), ee ee. 
a) = al, wu, 
a) alu(-l+z+u) al,(u,%),= al, u:, 
ad. = alu, 
al, u)» = al, (1—-#), al, (u, 0), = — alyu’(1— 2°), 
al»(0) = -al,K W(L—Z), 
ab, u) = aly(z’— 4), al, (u,u)= Ay — 2), 
m i ale = au z—l), 
al, (u), = — al, 1— u‘), al; (u, 9), = —al,z’(1—u), 
al, (u = ah’ (1- u). 
Bezeichnen wir die Differentialquotienten der Funetion al,(w,. ») für die 
Nullwerthe der Argumente durch: 
co al,(u,., u 
Be 


) folgt dann mit Hülfe weniger Schlüsse der 
Lehrsatz: 
Ist al,(u,, ©) eine gerade hyperelliptische Funetion, 
Ausdrücke: 
I o*al,(u,u,), 
| al,  Our.Our-" 
ganze rationale Functionen der Grössen z’, 4 
(srössen 
Ri; o*tlal;(u,,u,), 
al;(u;), Our.ou‘* Br: 


wenn al; (u, a) eine beliebig 
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so sind die 


‚a. Dasselbe eilt von den 


ge ungerade hyperelliptische Funetion bedeutet. 


wenn ferner für %?=3,i=2, in allen anderen Fällen dagegen i=1 ist. 
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Es sind nun die Differentialquotienten der verschiedenen hyper- 
elliptischen Funetionen für die Nullwerthe der Argumente nicht unabhän 







oo: 
O0 
von einander, vielmehr besteht zwischen ihnen eine grosse Reihe von Re- 
lationen, von denen wir die folgenden herausgreifen, die auf der T'heorie 
der linearen Transformation der T'hetafunetionen beruhen. 


Verstehen wir unter (a,, b,, c,, d,) eine beliebige lineare Transfor- 
























a 





mation, so lauten die Argumente der transformirten Thhetafunctionen: 3 
®; — A,v,+ B,v;, & 
®, = A, ®, -.- B, Ü), . 
wobei ist: : 
A c,—a,t, —b,T,, B —d,+a,tT +b,r, 
+ ) = n . . r En . > 1] = - r - -- 
( N ( N 
| an 6; 12 a,T,, +b, T;; RB Lu d, 4,7, —d, Zr 
d 1 N 1 N 
N Band (G—&Ty— b,T;,) (d,;— a; Lu b; T2) a (d,— d, T,; a. b; 12) —Q; La b; en). 
Setzen wir nun: 
a = Cu1rı +09, 
u = C;, v, +00, 
so folgt: 
u = M,u+M,;,u,. 
u, = M,u, + M,u,. 
wobei ist: ; 
KM, = (C,Au+ CA )Ka—(C, But C.B)Ka, 


KM, = (C,B,+ CB )Kı—(C1Av+ CA )Rı:, 
KM, = (C,A+C,A)K»—(C,B,+C»B)Ka, 
KM, = (C,B,+C,B)Ku-(C,A+C»A)K.. 
Die transformirten T'hetafunetionen für die Nullwerthe der Argumente be- 


zeichnen wir dureh O0.. Nehmen wir nun an, dass für die Transformation 


[44 


(Qu, b1,C;, d;) wird: 
&9;,(%,, v,, fı; nn Ta = 64, (o, . d,), 
( / ! ! ! ! ! fi \ 
f { y) m / f _— ’ ) Do 
&0, KZR ®), 1ıı, To, Ta) &,33(01, do), 


wo & einen allen T'hetafunetionen gemeinsamen Factor bedeutet und &, achte 
Einheitswurzeln sind, so folgen leicht die Formeln: 





be- 


1on 


‚hte 





RT re 


re 


ui 
RE 
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BR. 0,,.0..0, 92 .92.9° 
ET, 90 


(9 3 CAM (©) ) Zr I; (% TAG u), 


} & 0,,.0..0, Bd, 

KN= 7, 0,0,.0,.0, 9.9.99, 
\ 0: ,.07.0: SR DR 2 TR 
Kl, = e 0,.0,,0,,.0,.0,,.0.0,, un.3.3.9.38 | Br 


fi ! fa N ( re; \ ! / \ RZ \ N 
(FC, 7 ©) )y — Dei U, FT, v,)o); 


2 \ 2) 


£ 0: .0?.0? 8,9 
KM, =— 2 - re 
2 e 0,.0,,0,,.0,0,:. 0.0, Hard 


I} 


( ! x fi I i L « d ! / . N d ! { n \ 
(3, CAMZAC )ı F; q Ft )o)- 
14 


Wir wählen nun die Transformationen erstens so, dass wird: 
a=24, P=3. 
Dann folgt: 
m. 50900, III 
u: C | ’ 
e 0,,.0.,.0,0,, 9.,.9.9, 
M=- MM. =0, 
u _ & 0: ,.0°.0° BEP EFRIEN 
e 0,.0,,.0,,.0,.0,,.0,-0,, 9,928 
Wir wählen die Transformationen zweitens so, dass wird: 
eae=3 PB= 24. 
Dann folgt: 
M,, _— M — VD, 
1 __5 0009, III 
gr. u@.0. AK, N Ze Zi 
£ 0: .02.0° I, 


M, —— j 2/ 0314 . 
0.92.5000, 3,38 


Solcher linearen Transformationen giebt es in jedem der beiden Fälle nach 
dem Modul zwei je vier. Für unseren Zweck genügt es, je zwei derselben 
herauszugreifen. Wir wollen nun annehmen, dass die fünf Funetionen; 


al, (%,, %), al,(u, 9), alı(a, 9%), alız (u, %), al,(%,, %) 


nach Potenzen von z, und , entwickelt seien, dann geben die obigen Be- 
trachtungen ein Mittel an die Hand, um unmittelbar die Entwiekelung der 
zehn anderen Funetionen al,(w,, %) zu erhalten. 
Wir wollen dazu die Quotienten 
al. (u,, %,) al;(u,,u,) 
al, al’;(u;), 
kurz bezeichnen durch [e], [?]. 
lungen ungeändert, wenn an Stelle von: 
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Dann bleiben die angedeuteten Entwicke- 
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(01), (a), da, 1a) [24] 
resp. gesetzt wird: 
(01), [34], [14], (1, [24], 
(01, [2], [12], A[13]), 4[24], 
01], [23], [03], z4[04,  z4[3)], 
[01, 8, [0 [02], Aufß). 


u,, 
U, 
hun, 
zhUs, 


Au, 


Us, 


U, 


% 
m 
[2 
u’ 
= 
=] 
wu 
EN 
3 
> 
Y 
= 
N 


AR”, 
2 os : 
2 
u 
2? A? p) 
2 
u 2 
%” ’ hd I y 
%“ Pi 
wm’ 7 


Da nun die Coefficienten in der Entwickelung nach Potenzen von «, uni 
a,, von einem numerischen Factor abgesehen, gerade die gesuchten Diffe- 
rentialquotienten sind, so folgt, dass wir uns auf die Herstellung derselben 
für «die Funetionen: 


al, (u, u), 


al, (u, u,), al,(u,, u,), 


beschränken können. 


al,, (u,, %.), 


al,,(u,, %;) 


lübenso einfach folgt, dass es bei den Functionen al,(#,, %) und 


al,(u,,®,) genügt, die Differentialquotienten aufzustellen: 


o*al,(u,, u,), 
ou" Qui# =" 


(@«=01, 4), 


bei welchen » der Reihe nach die Werthe annimmt: 2x, 22z—1,.... x. 
Für unseren Zweck genügt die Herstellung der Differentialquotienten 


bis inel. den 
o’al, (u, , u,), 
ou‘ 
o°al, ,„(u,, u,) 
ou‘on, 
o°’al, ,‚(u,, u,) 


v 
ou,ou, 
u 
o’al, ‚(u,, u,) 
ou? 


n3 f ö 
o’al, (u,, %,) 


0 


0 
ou’ 

ai 

y al, (m, I N,), 
ou‘ on, 

o’al, (u,, u,) 
ou, ou? 

o°’al, (u, , u,) 


2/0 


0 


on, 
o’al,, (u,, %,) 
ou! 


e ‘al,, (m, , u, )o 


0 


ou‘on, 


fünften. Es wird: 
- al, (u). (— 1 + Du’ — K+uf), 


= alu) (— 14 2° — 14 u), 


— al, (u), u (—R + 2x’ u”), 


= alu + 2 2ER +2), 


= alu), —1+ 22° — + 2u?), 
—= al, (u, 22’ u, 

= al, u) W144”), 

— al,(u 224 ut, 

— dl, 


= al„ 1 + u) Hu’), 


„(1 62°+64°— bu? + 627 u 642 but +5rt ++ Du), 


Be Wr 9 urn 


3 
a 








ee TEN: 


nl 
fe- 


en 


nd 


en 


I 


Re 


De 


BEETANGT 





rer 


o*al,,(u,; 
cu? ou, 

Br 

1) al (u, u,)o 

ou! 

4 

O*al,(u,, %,), 
ou’ ou, 


oral, (u, 9) 


ou? ou; 
O’al, ‚(u,, %,), 


ou 


oO al, (m, , 4,)o 
on’ OU, 


(u,,u,), 


4 
o’al, ( 
ou’ ou; 

a 
o’al, (u, %,), 
ou, ou n 
)4 
o’al, (u, %,), 
ou! 
o’al ‚(u,. %,), 


ou’ 


N5 
c al, „(M, , u,) 
ou! on, 


0 


5 f 
( al, ‚tu; u) 


0 


ou‘ ou; 


o’al. (u 


13\ 1? 


ou’ on? 


0 al, ‚(u,. U,), 
ou, on! 


o’al,,(u,, u,), 


ou? 


0 al, ‚m, , u,), 


ou : 


o Aa I, ‚a, , U,)) 


ou‘ ou, 
0° 
- al, (u, ’ u,), 


on? On? 


u,), a 


4,)o 


l 
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alu Ki +) ZH — u) Ir’ u”) 


al, K“-u)4—4r +0 —5u)), 
al, (K— u’) (22° Ir’ wW +22), 


al,2 BP WR uw 42 u), 
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/1) 


al, 1-62 +40’ — bw’ — 44 uw’ + bu’? — Ar’ 2 +52 + Du), 


al,z uw (—5 +92 — 44° + 5u), 
al,z wW(—1+2— 44 + +42’ u”), 
al, uw (2° — 2 W + HR 24% 


+22 uf), 


al,z (du +5 ww — 4 +4 u), 


al ;(u,), 1—162°+144°’— 14’ — 140 2°4+162° u — 164° 2° 


+162"- 


HL 1 2,4\ 
!. N 13u J 


al (u, (1—-162°’+ 64°— 6u’— Gu’ 2’ + 162° u? — 164° 7° 


+162°+4*+5ut), 


alu HR He — 102’ W622 — 102 u’ 


+-16u"2°+107° u), 


ME =732..3 PB En 22 . ar 412 ? „afaa 
al zu, Ju (Au — 2 u +22 202 u — ru 


> 


\ 1 
+ 


/ 


4 


„4/ ON 


HA(22 + u) 


+2) +4 u Bir u + Zur’ +127 ur), 


ade ee 16 Hrz u —12urr 


+16’ u +16 u‘ 4), 
alu) (24 +16 —16utz + rt + 162 ut 
+82" 164 ut +24 24 u + 162), 


al, (u, Ju, 1—162°+144°’— 16 u’ — 164° u’ + 24’ 2°—162°2°’+ 167° 


al, (u, ),42’u’(-3+42°’— 31°’ +4u?), 


+4°4-]1 bu), 


alu ze (—1+22°— 104° +20 + 20 +12 W 2 + 27049), 
20* 
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O’al, (u, %,), 
ou? ou) 

55 \ 

o’al, (u, ,%,), 
ou, ou! 
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ER 2.28 ‚2 2.2 &,2.2 9,273 ss 3923,39 
= al, au) 27 Wa + a +5 u), 


— alu) u (4 + DBuiz— 4y’ 2.-+142° ut 45? *—4u? 7* 





+92 uw), 


Er AnR "N 4 


0 al, U,, u,) 2.2.9 I) .9 nr p) .2° 2 9 3 
ul a al, ud Pu (2 +3 UHR U). 


ou‘ 


Soviel über die hyperelliptischen Functionen! 
Im 65. Bande dieses Journals stellt Herr Koenigsberger folgende 


Formeln auf: 


o’ log BLRGE v,) FR 9 (0 + 
or; v2 


0] 


a ir { 
ov, od, J 


0° log J, (v, “ ®,) — 


I(V, . 0, ) Ez- F (v, BR F (d,), Ya (v, ‚e 


4 (v4), F(v,, v,) 1> 33(0,); (0, ’ v,) 


Vz 3:(0,0,) 
1 Klo 9,00, 9) 


Q2 G2/» E 
u (0, D, 


> 
yı 


+ 


3 9%e,r,) 
3 3:0,0,)’ 
(0), (r,), 93(0,, ®,) 
Vz (0, o,) 
3(0,), F3(0, ), 3 (0%) 
F 3:(0,,d,) 


Hieraus ergeben sich nach bekannten Regeln die entsprechenden für die 


übrigen neun geraden 'T'hetafunetionen. 
Eine leichte Betrachtung zeigt, dass diese Formeln richtig bleiben, 


wenn wir 


Stelle der Grössen ® ausgeführt denken. 


uns die Differentiation links und rechts nach den Grössen «x an 
Aus den früher angegebenen 


Formeln für die zweiten Differentialquotienten der hyperelliptischen Func- 
tionen für die Nullwerthe der Argumente ergeben sich dann leicht die ent- 
sprechenden für die Differentialquotienten des Logarithmus der 'T'hetafunc- 


tionen vermöge der Formeln: 


o1log4,(v,,t 


ou; 


o’log9.(v,, 


ou, ou, 


Mit Hülfe weniger Schlüsse ergiebt sich hieraus der 


Lehrsatz: 


Sämmtliche Differentialquotienten 
Thetafunetion nach den Grössen z, und #, für die Nullwerthe der Argu- 
mente sind von den Differentialquotienten vierter Ordnung an ganze ratio 


nale Funetionen von x’, 4, w. 


)2)o Br o’log F, (v, ’ v,)o + al,(u;), 


ou? 


v,) _. O’logy,(v,,®,) 


ou, Ou, 


> 


0 4- Er 


des Logarithmus einer geraden 


} 
/ 


al, 


al; (u,, u,), 1 
al, 


De a 


air 


EEE ILS UNE 


TOM 


a 





r 
% 
x 








de 


die 


el, 
all 


en 


Nt- 


1C- 
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Die lineare "Transformation giebt dann wieder eine grosse Reihe von 


Beziehungen zwischen den Differentialquotienten der Logarithmen der ein- 
zelnen Thhetafunetionen. Die Betrachtungen, die zu ihnen führen, sind ganz 
analog wie bei den hyperelliptischen Funetionen. Wir begnügen uns damit, 
einige Resultate einfach anzuführen. Denken wir uns die beiden Fune- 
tionen log 9; (e,, v,) und log9,,(e,,®,) nach Potenzen von #, und @, entwickelt 
und sehen von den Gliedern nullter und zweiter Ordnung ab, so bleiben 
die Entwiekelungen riehtig, wenn gesetzt wird an Stelle von: 


log, (v,, 9%), 1l0g4,(0,, d), u,. STE wi: 
log, (0,9), 10g9,4(0, 9%), U nn: Dr. 
log 9;, (0. 9%), 1l0g94(0,, ®.). U,. TE / 
& u 2 1 
a 3 WIM 3 - 
log, (0,0), logIa(e, 9%), um, un, zn 
2 | 7° u’ 1 
log I (Cı, U®,), log I (©, ©, ), ZU,, Zus, % : ' u? 
oo 9.(v..%). loe9.(le.. vo / > 4 a 
08: 73 Ui. ©, ), 0%: 12%. Ü,), Hi. /. Us. 7? ° PER FE 


Unter solehen Umständen genügt es, die Differentialquotienten der beiden 
Funetionen log 9,(o,, ©), 10g9,,(e,, ©) für die Nullwerthe der Argumente zu 
berechnen, um sie für die übrigen Funetionen auch zu haben. 

Da aber die Entwickelung von log9,,(v,, ®,), von den Gliedern 
nullter und zweiter Ordnung abgesehen, ungeändert bleibt, wenn an 
Stelle von: 

Z WE ; A 


gesetzt wird: 


zhum,,  ZAUM,, w . 
Dale % [4 uw 


so folgt unter Berücksichtigung der Transformationsformeln für die hyper. 
elliptischen Funetionen, dass wir uns auf die Differentialquotienten be- 
schränken können: 
o”logY9.(v,,v,), 
ou’ ’ou, 

für welche r der Reihe nach die Werthe annimmt: 0, 1, ... 2. 

Für unsern speciellen Zweck genügt die Herstellung der vierten 
Differentialquotienten. Es ist: 
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o’logs,(v,,v,) weh, Katie 

(9,9 _ ir ns ER RR BREHE I IPIER ET ARE ER 

du‘ = 2 Kt + Herr u), 

1089, (01, 0) 
Ou! ou, 

611089, (0,,%,). 
ou? ou? 


11089, .(0.. 02) 


= 2rwW(l-+N—u), 
= 2rwW(W—zu”), 


= 2(-1+r ++ Ki), 


ou‘ 
4 c ( h) 4 C m 
9 1089,,(0, „t y ar 0 log # (9, v,), Es. 2, yR w. 
cu, ou, ou, ou‘ | 


8.2. 
Um nun zu Differentialgieichungen zu gelangen, denen die Theta- 
funetionen Genüge leisten, gehen wir von den beiden bekannten Glei- 


chungen aus: 


f ? | e { ) 7? y) N . ‘ 
9 Ialtı, 0) _ Pr 03,00, v,) a. Iu(0,, 0) _ 9; 9u( 0). 
Ov; OT;; cv, OD, OT , 


Wir hatten gesetzt: 

%, = Kult Zell, 

% = ZyutıtZohe. 
Dann folgt, wobei wir uns von vornherein auf die Nullwerthe der Argu- 
mente » und x» beschränken: 


n: . b) 2 f “ 72 « 3 2 5) . 
Il u d,)o — x o Yaldı; 9) + 22,..% 5 sa (ı 17 92)o +2; Halt 1 92)o 
ou? n. op? MR... 0, ” 00? 
04 .(v, , d,), — 3 / 8 (d,, v,), N (y > a . AG I d,), ’ 03.0, v,) 
ud — AZyıfır 72 U 1Ffn+ #222) An on + #142 — 2 
ou, ou, or; cv, or, 0v; 


Mithin wird: 





9° n r - . qs “r 
TIaltı, oh _ Anilz; 93.0, 0,) +2.% Id, %,) 12 o%,(0,, 02) ] 
nn 9 ge vw r » w' ”) Br - "ERERSEEREEEETEE TEE . 
ou; Wr oT, u 2 dr, 
0I,(0,, V, 2 r 0% (vw ® ) 03 (v v ) 
N — 2nil Br fe ——— + (2122 + Zi) — 2 
ou, ou, 4 11 12 Or, rt 11 221 12 1) OT, 


ICE 


> Po | 
+22,,%» N OT,, ' 


Nun ist: 


en (v 1? d, )e N \ alt, v,) 4 O% 


OTzs, s 0% OT, 
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Hierbei soll die Summe rechts nach 2 genommen werden, so zwar, dass 


an Stelle von 2 der Reihe nach gesetzt wird: z, A, u. 


Setzen wir diese Werthe ein, so folgt: 


RZACHEIN —= 4Ani2 LU C/ERZY? (zi EEE An: +% in ) 
du: e O4 u oT, a OT, . OT,, 
n?2o f4 a a u “ “ m B 
v,d, 2:06. BE Of; O4 | &% ; 0% N 
OYal 2 2.) == 2ni2, B, (De P ] (21% + Z1221) r -+ ET ). 
cu, ou, O4 OT , OT, ÖT,,’ 


Die Klammern sind leicht zu berechnen. In der That, setzen wir: 
3, (0,,0,). 8, (9,,0,) ’ >,(V,,0,).8,,(0,,0,) 
x(v,, o)= al) ) "ru u (0,0; ö En . 2) 2.(0, . 
VRR yi 8, (1 1 ‚®,) 3,,( v,)4, (1 e) 
20 (v,, v,)9,(V, . v,) 
F, ®, : v,)4;, (dv, v,) I 


so folgt, wenn die Differentialquotienten für die Nullwerthe der Argumente 


u (v.. v,) na 


lureh den Index O0 bezeichnet werden: 
O4 | 0’z#(v,,v,), O4 1 0’x(v,,d,), 
OT. Ami or? ur ® ni ov, oO, 

und analoge Formeln ergeben sich für die Grössen 4 und u. 


Dann ergiebt sich aber vermöge einer einfachen Betrachtung: 


oO 
a fm \ Ne oc fa m \ 
09I.(0,,%,), o 09,(0,,0,) 9%, %,), 
ou; " O% ou} 
Nn24 Fi >, Nıd gr rr n 2. a ; 
oJ, 9,» _ — dld,d,) Od, ,0,) 
—— —, - 


ou, Ou, oa ou, Ou, 

03,(0,,®,) 
O4 

möge der Entwickelungen, die im ersten Paragraphen angestellt sind, mit 


In diesen Formeln können die Faectoren der Grössen ete. ver- 


leichter Mühe berechnet werden. Es ergiebt sich: 


8°9.(0,r,) ‚99,(0,0,), . 
A 2/0 Bra — 22, G Te a 
ou, o4% N r 
0’y9, ® . V, { 0%. ® , v,), R 2 4 7. 
«D, .) — Be G zZ 1-2 )(u’+4), 
ou, Ou, 04 u .. 
0’9,(0,,v,) 09,(v,, v,) a 4 
u ie ”, >.5 u\”1) 72/0 „ NA 
— = —22, (1-7) uw. 
ou? - ar; 


Wir gehen nun zu den vierten Differentialquotienten über. 
Einerseits ergeben sich für dieselben die Formeln: 

0',, © v, ; 0’9, D.. v.) 
( 2 N — 167° au = 
ov; o82, 
OFuld, %;) = m Sn’ O9 .(P,, d,) 


Ov?ov,.s1 8; > ARNO 


0'3.(0,,®,) Il) _ BR: Il, V,). 


ov’ov! OT, ‚OT,, or, 


[) 


Fe 16n 
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Andererseits aber wird: 


































ov; 


NS: © 9 . 
ov? 


Mithin ergeben sich die a: 


0°I,(0,, %,) 04,(0,, 
ou} = 


ou’ ou) n 


4z, 


1 


(z182+ 


l 2 


= —16n" | 3. 


d,)o 


9 LLACHE 


ah + 


o T, 
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Il, 0.) in > Id, d,). „A HAN 0'I.(0,,0,),. ER: 0°3.,(0,, 0) 2 22 
ou; A Be a ° Ren a a 
0'9,(0,,0,) 2 0'9.(0,,v,)  6'9,(0,,9,) 
a BET a 11 72/0 „3. © 0 
Ou?ous;ı BE n e or! Kiki tr Si Or}onazı (der + Bi re, 
'Fuld, 5 %,), 
(#3 
+3 eier - -(Zuft 2 £21)H1e #28; 
0'9.(0,,%,), 2. Due, audi 
te) = 2: ed 92) Xutnt+2 3: — (Din 92) 2182 (2uf2+ Z12%2) 


+22 


4 AU 4 (fat %ak) + — I 0, #9 (A 2a t+ Z2Zı 
dr or, 18% 25 \ A 1 12 ı) ör?, le 2. 1f22t+ 12721, 
0'3,(0,, v,) 2 0°9.(0,, ®,) 2 0°4,(0,,®,) 
a\ s 9 v 2 Eu, x ‚ Ua 19 2,0 zZ y + x U a 1) 2 1) Y 2 (y z 2 " 
— J Pr. r r . Zr) ni $ rn , » vj2\ v .22 4 sE 
du;on, nn oT; eh, "97" ORTE ao ah Die 23T #2 





Ordnung. 


aa ca 
ov; O;+ı 


un 
Zn Zunft 772) 





Id. v, gr 
OT,OT, 2 


z, efirle 


n2d u 6 
2 Feld on a 90,0, oe i 2 | 
oT, ‚OT,, u Or|, a 2 

4 \ ' 2 a - 

Fal®, Ö,)o 2 Sr? ) y 0 "Ield,, ©,)o z” z 
= — DR | 2 eric+l 
ou;Q@uzs+1 | or; 
7 2 

I Si OT,OT Bis Ku (Kiki, lc4 ws 37, His Fic4 1) 


AG 1? 2 (2 





08,0, ’ d,)o 


N 72 A fat 
or? , 





2« 
— 4An’ =. 2 KALI )n We +42, ch u A raltukut nz ’ 
320 2 
+9 : ah Zu ffntat ee dh Eintr) ]- 
Nun ist aber: 
ee Y 09,(0,,%,), (0% N DI e’3,(0,0,) 0% OA 
OT% er ;, N u ET OT Ita 
| 3,(0,,0,), 0% 
re O4 oT, 
09.(0,%. _ = FILE 0’4.(0,, d,) ( or 0% Or oA 
OT OTm ee . OT OTım A Hi NOTE Om  ÖTm Oli 
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8 . . . [2 » . [2 “ hd 
3 Setzen wir diese Werthe ein, so folgt nach einigen leichten Reduetionen: 
1 
5 2. 
g ) "Fult, d; )o eg 5 & “(D,, Ü, , 
Bi Kasse 2, 
Y ou! ou; 
128 2 v, ), 0’x(v,, v, ), O’Alv,, 2 Fa un - o9,(0,. I )o 
x Orc, ou? ou? de O4 ’ 
09.0, d,)o as u: 03.0, d,), O’x(v,, ®,), ‚ o’x(v, v,), 
ou; ou, +1 a 0x” ou} OU. ou +1 
> 0’I.(0,,9,), f 9#lv,,0,), O’Av,,v,), , 0°%(o,,v,), O’AD,, 9%) 
Ehe Oxro\ N ou, ou, ou? ou? ou, ou, 
Mi °o3,(0,,v, 
+ mw N - 1 270 
OH 
9°9,(0,, © 0’4.(0,,9,), 9°%(0,,%,), O’x(o,,® 
© Iu(d,, d,)o PCHE > a ı1 "2/0 19 7270 IK, 1) D, /o 
ou? Qu? ’ Ox” ou? ou? 
N? . a u \ 22 /n us n3, 2 % 27 \ 
LE 0I,(0,0,), f 0’%(0,,v,), © Av,, d,), 4 O’x(v,,©,), O’A(v,,v,), \ 
.. oxrch ou ou? ou: ou J 
Bun ( Fald,, ) 
+2,c, 
CH 
ld ,%,), (I %0,,0,), ) Be 0’3,(0,,0,),0’%(v,,v,), PM d,,v,), 
„ oOx% ou, ou, ER ox04 ou, ou, ou, ou, 
1 2 I y- 
09,0, 1 
+2,d, \ 
OA 
BZ N 4 - \ - e 03 ,(e, yv Jo O’Iuld,, Jo 
In diesen Formeln sind die Coeffiecienten von 1 20 2 be- 
0% Oxch 
kannte Funetionen der Grössen x, 4°, u’, dagegen sind die Grössen a,,, 
b.,, €,, d, einstweilen noch unbekannt. 
Greifen wir eine derselben heraus, z. B. a,, so folgt: 
1 . D°’% TR 0’4 0’% ) 0% 
4, = — 167° | x: un DE  — ne 0 A 2, 
.. nt IR ur 0 6-00, ie du oT, ‚OT,, 
ı... 0% O% 
+ #122 — Ten 
12 %,; 
Nun ist: 
( [4 
ar Yan Ya, 
3: 
Hieraus folgt: 
12, - Fr ' | 
RS. x [*- 28°» o’log9,,  O’logy, log, | 
OT; oT; OT, OT, oT} 
+2[28° PBbcden ine ologd, olog« -] 
L or OT; OT;x OT; 
; Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 2. 21 


rer 
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und eine ähnliche Formel ergiebt sich für: 





0’ x 
Tr 
Dann folgt aber leicht: 
Fo feet ur 4. o*log4,, (v, LA o'logy,(o, d;) Ye; o*10g9,(v,, d,), 
ou‘ Ou‘ ou! ou‘ 






















RN 2(° log», CH dv) ) + . Yale Bode) _ IA LACHEN 
ou 


ou? ou? 
—2( loss, ” 20 \ yH "log %,00,, v. 2 + o’log4,,(%,, v,)), 
ou‘ cu? ou? 
Fa 1log9,o, I v,) = 0’ log 3,(v, ’ v,) )] 
ou; Ou? 


l 


In ähnlicher Weise sind die übrigen unbekannten Grössen auszudrücken. 
Unter Berücksichtigung der im ersten Paragraphen entwickelten 
Formeln ergeben sich die Resultate: 


Ay = = A138 +4 uw 25 se), 


a a2 >) a) PN I u 
G, = 4A, (1-2? 0 ne), 


,(u,) 
g ) 


2 


; en ie 


a, = 4xxı 4 (2 WW HR u’—2 


4. = 4ihux Ei, vu HR — 


2 (21 022 22 2,2 2 72 U. (u, u,) 
bu = (AR -DAR hp) —2 ie 2), 


> y. a‘) ) > 2) 3 Aa) h g" u 
u“ +r— ZW Zur KH — u 30 DR ’+u )— 2. un I), 


bu = AR, Ä 
) 49 9 A 7 5) 2) Aa Da) Yya° D) u, 
b,= 222 + WW (A) —- 2 WW (A422) — = = (A+ u”) 
hi ,‚ #, 
2 ze) 


[7 


a al A) > 2a) > y > + 4 ein )o 
ba = 2A 2 Hu 2 N u +) 2 — 2 (+ u) 
BE BON, u, ), u? . 


5 


mei U,), 


e, sk KW ERW) — Ari (A+u), 
ne “ g" u, U Ä 2\ 
co = Yi (Wr RU) — AR X Fr, 2) -(u°+ x”), 


J 











2 a 
r j 2 A Ra 
EN EN Bee ee 
hör REN N, N EIFEL N TR TR PER 5 a 
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d, = #1 (44° WW + - 2A — WR 6 u 
m 10 4 BE) 3 (u ,u,) 
2x! }, A 1 3. I 9 (A Hu) ), 
d, =/M (Aw + 2ur 21 ER -r— I— UrR -- 2ut 2°) 
„'( alt \ 
(u, a2 a DE A we EHRE »\ 
— 24 2 Ur + 9 are 9) —(wW+x ). 


Die Grössen mit dem u « folgen aus den Grössen mit dem Index x 
durch Vertauschung von x und «. 

In diesen Formeln befinden sich die Differentialquotienten der Fune- 
tion 9,(®,, %) genommen nach den Grössen «#, und #, für die Nullwerthe 
der Argumente. An ihrer Stelle können vermöge des ersten Paragraphen 
unmittelbar die Differentialquotienten einer beliebigen Funetion 9,(e,, ®; 
eingeführt werden. Wir denken uns diese Operation wirklich ausgeführt, 
dann sind wir am Ziel. In der That setzen wir in dem Formelsystem, 

i h % 0'9,(0,, 
welches wir zuletzt für die (Grössen a a vefunden haben, auf den 
linken Seiten die Werthe ein, die sich aus dem ersten Paragraphen ergeben, 


OJ,(P,.,v® 


und ersetzen sodann die Ausdrücke dureh die Differentialquo- 


ou,ou, 

tienten nach den Grössen #, /, a, was auch unmittelbar durchführbar ist, 

so erhalten wir die Differentialgleichungen, denen die zehn Funetionen 9,, 

angesehen als Functionen von x, 4, u, Genüge leisten, und damit die Lösung 
eines Theiles des gestellten Problems. 

Für den Fall «e=5 sollen die Differentialgleichungen wirklich auf- 

gestellt werden. Wir wollen dazu unter den Grössen a,ı, Du, €,., ... Grössen 


verstehen, die aus den Grössen a,,, b,.. e,. ... durch Fortlassung der zwei- 

on . r 04,0, ®,), . . 4 e 

ten Differentialquotienten 22% entstehen, dann ergeben sich die Glei- 
ou‘ ou‘, R 





chungen: 
PER . SEN 04. a u, ee: . 
22 ——-#4+ 42; r#thtıhh+12- rt — IS —-xx | 
ox 20h ; Y O4 
= I, (det WW Wr r— uf), 
0°, 04, 09, | 2 04 2. 
>>, 5 x 5 < BE ) 
du {Oo x x“ 7 at 43 rn > x I u‘ LE n d,» ” , 12 AHı Sb U 
Ox’ n * EFT dt ea; Tlase di £ BEN er 
= dr HH HR WR RK), 
2 « n2« 4 
O4, oJ, oJ 
> y 2 2  % 5 ) 
= (A +tu)+,, Bay Kakahad‘ A@+A+2u) +48 —b,, 
0% 
on; « 09. « “' ‘ > > > a‘) > 
1} _ 2 “_ De] n un 2 I\ A [4 4* 2 f „a* 4 < 
+- =, rm ä, (At) = Ir WI +A—u)), 


5 


21* 
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O J. Ü + „w. ei O JF >» a) 0%, 
E PERLE, WA + + Au + We +2) HE Ep °_b. 
09 - | TER TEE 
) > 5 4 Te 7.2733 N —_ Aut Br ui 2 22__ 47% 232 332\ 
rg Fi, ru IE er (At) = Ir WA Wr HEN u), 
ea 3,447, FR 09, 
22 —— mA W232 —-rim Aw (+ Ii2_—c 
m Ben en ET ak ac, @+A)+ 2 On * 
1 - 03. Pr e I 2 o% 2 PN ONA . ö ’ ‚ ’ i 
> A Be > u ee E : 5 2 72 a, ee 2 2 22\ 
- Zz _—>- a A+w)| — 2 _—— m 32 rn WW = IA Au), 
t J, ON‘ ) J, le 0x‘ Ar ( A 
se ME: O4, 
IE .-KHa(AH+ u) +28 ah lA + u) (u +2)+27 od, 
Ox OR 
4 O4, ’ 0% : . i ‚ . 
—_ i 2 5 2 22 Zi 2 2/12 RB 2 
+. 85, rm, rar u = 29, W(A— ru). 


In ähnlicher Weise sind die Differentialgleichungen für die übrigen Theta- 
tunetionen abzuleiten. 

Diese Differentialgleichungen sind sowohl für sich von grosser Be- 
deutung, als auch lassen sich aus ihnen neue und wichtige Gleichungen 
ableiten. 

In der That, setzen wir z. B.: 


3 = 144 u,w, 


so erhalten wir eine Reihe von Differentialgleichungen, denen die Grösse 
«u» (senüge leistet. Diese Grösse ® ist aber nichts anderes als der gemein- 
same Nenner der Grössen 7,, und steht andrerseits mit der Theorie der 
hvperelliptischen Integrale in engster Beziehung. Unter solchen Umständen 
kommt derselben eine hervorragende Bedeutung zu. Wir wollen die Diffe- 
rentialgleichungen, denen sie Genüge leistet, wirklich aufstellen und der 
Uebersichtliehkeit halber die 'T'ransformationsformeln angeben. 
Ks ist: 


0 F, BR 2 A, ( . , 0oWw | r ) 

ae mn. #0 

OX zu C 

oJ U, 2 

ac 2 # f Ei 
a A +20) 
0°9, Ö 2 ) ah, (u i ) 
ı- = = U, 58” H2 u, u a Se z 20 

ox an ui ” = 4u; Mr =+ 
0’. u, er N o ’W 22 22 ow 2 a 

en 2 == n — rA I 2 1 — 4 Bar! u u 3 2% AU 

oA” 219, rt ( Jh oA re * ) ) 


9 n 2 
= 700 
AR +20), 











ee: 

RS 
1 
E 
3 
I 
fe 


Aa 


RN RETEN NONE NR 
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= 

; „24 1 0'@ 0w 0W 

Ei oO £ aa) 2 a a‘) f ) 1 Aa U f 3 < a‘) 

4 - - . —— Zu, j} [nn (A A, it, 0x0 +7 \ Ah By nz u,(1 .. 2, : EP T “(1 — 2, o) 
a 02,10) A u ; > vn h 

= [a en 

3 4 ( „ 00 N ‚ve 12 

3 EL I fe w)(AR— 2 yo), 

£ ee: Sue ol 


> . i 
24 A4 o’w , 0 , 00 | 
u I — UM, +, =—— + Xu) 
Orc Und, N T Onou on ou | 


» Ow \ 
R a re AU) Al, - — UW ), 
du9, N” OR 54 ) ( Br; 
Die fehlenden Differentialquotienten entstehen aus den obigen durch Ver- 
tauschung von x und 


Mithin ergeben sich für ® die Differentialgleichungen: 











r 2 2 
„oe , ,‚0°’o ; 00 i u 2 R 
Sr mt22 -# Am + 3 —— 2 (9— 58° — 34° — Zu?) 
OK x0l O4 
RE; or —- HF R—- x) 
— 4w( 1+2 (2: « / #. #73 
.0’W > u, Bing 2 gen an 
2 .-— 14 u’ +23 —— Am ku +23 — Kutter —IK u 
0% Orc) a fl . 
= 4w(-Ir KW + 3x7) 
< 0’ 2 4 n‘) IN f x 00 - ) a') } a‘) < a 
2 -— At) +3 ——- 2A Al +44 2u?) 
O4 oxXch 
> cw un “2 Ks 2 ic 9 22 093 _9,% 
+2 — (+44 +4u' Bw bu 622 —2u 
OH ’ ' / 
. = 33 2 fr a ar 59 N 4‘ 
2 (HA + FE - AH IRAK) +), 
c'w ) 4 ”) p) + ” ( () - ) a‘) r < a) 
= HH A U (4° +u0)+2 a HA AU (A U ur rich 
04 crac4 
00 WERE EEEEBRRER UUo UE a 10. 5.70 ci ah 
+ 2 — 214 u (37 + 22° 2 u? — 34 uw — Sutr — 8° 1 
Ox ia 
= 2wx A u(—1+2(9r°—-6r%4)), 
. Cl ’w - a‘) , c . 00 a 2 a2 2 ) Dun 
22 — mA uw+22 - Am Ku +2 
0% Orc wi; 
2 . , N) 
Oo - un 107 ) / € u) 
+2 — ce, — — (| 2 — ze +wm,)(Z zu w + om,) 
O% w o% IN om 
1 Fa 0w a u 
+5 \2— t41Atu)rom) = 6, 
10) 0% . 
ng ng 
b = () co , on 
2,4 2/32 a 
Fan BE (A+u)’ +28 — Ey Aa h(A+u)(u+ x) 
O% 
u ‘ 
OW u, 2 ,0w ‚0W a 
+2-—d,+ x | zit eom,)(I-, 2X, A U +wm,) 
OR w 0; 


2 
(A +u)+w m, ) 
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Dabei ist gesetzt: 


m, = 2-2 u, m = AwW(L-534), 
m, = "++ WWW IR, 
c, = iR, 
5 = YUMAWR- 3), 
ce = 4 w(- 14.474332). 
d, = 21 WR R HH BD +2 ut — Gut 
WW —- 142 Au), 
d, = I KW HH HE HE Rt + Zur —Butr 
st? 14 uw), 
d = 4 -AW- + HEHE HZ HE Aw 


1 AA AR, 

In den beiden Gleiehungssystemen für die Grössen 9, und ® sind bei 
den Summen die Indices, nach denen zu summiren ist, der Einfachheit halber 
fortgelassen — es braucht nicht näher auseinander gesetzt zu werden, wie 
dieselben in den einzelnen Fällen lauten. 

Im 95. Bande dieses Journals hat der Verfasser auf völlig verschie- 
denem Wege für dieselbe Grösse ® sechs Differentialgleichungen aufge- 
stellt. Dieselben sind ihrer Form nach von den obigen verschieden: 
indessen ist es nieht schwer, die vier ersten der soeben gefundenen Glei- 
chungen, nebst derjenigen, die durch Summation der beiden letzten Glei- 
chungen entsteht, aus den am angegebenen Orte befindlichen abzuleiten. 
Multiplieirt man z. B. die Gleichungen 18, 20, 21, 22, 23 in der eitirten 
Arbeit der Reihe nach mit 22 (#—7), Zuws(W"—#), #7, ZA, wu 
und addirt dieselben, so erhält man die erste der oben aufgestellten Glei- 
ehungen. Schwieriger gestaltet sich die Sache bei einer der beiden letzten 
Gleichungen. Dieselbe lässt sich aus den früheren nicht ableiten. Von 
grösstem Interesse ist die Anwendung der linearen Transformation der 


T'hetafunetionen auf die soeben aufgestellten Gleichungen. Es möge hierauf 


nicht näher eingegangen werden, da der prinzipielle Theil in der eitirten 
Arbeit erledigt ist. 


N 3. 
Wir gehen jetzt zur Construction anderweitiger Differentialgleichungen 
iiber und betrachten dazu den Ausdruck: 
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03.(0,,®,) 
ov, 
3,(0,,®,) 


und suchen nach Gleichungen, denen die Functionen f}(v,, v,) für die Null- 


TEN, 
1} 
u 
< 
De 
> 
 (< 


werthe der Argumente o,, v,, als Functionen von x, /, « betrachtet, Ge- 
nüge leisten. 
Es ist: 


R Oal,(u,, u, ologd.(v,,v,) 
f.(0,%) = - ee 12) + al, (u,, &,) — zu 2), 


Hieraus folgt für die Nullwerthe der Argumente: 


Hi dh __ alulu,,%,), dal,(u,,u,), 


O’log9,(v,, v,), 


+2 


ou; ou} op; ou, du.co, 
of;(v,, ©) o’al,.(u ,u,), , Oal,(u,u,), O’logs (vo, v,) 
a\ ı) 2/0 ; dı ir: 2/0 | J & 9 2/0 i a\ ! s 1} Jo 


Be _ , nn P ] - 
du, Ou, cu, Ou,0v, ou, du, or, 
oal,(u, r u,), o’log . | (v, d,), 


ou, ou, cv; 


“ 


Andrerseits folgt für die Nullwerthe der Argumente ganz ähnlich wie im 


vorigen Paragraphen: 


O*fi(0,,%,) Al fand. , Mile 
x; — +71- . . = ZI - 
0v; OT,; cv, oD, OT, 


und somit ergeben sich die Beziehungen: 


len _ _ gm nah 
RIP —— =, dx ds ‘619 
o"feco, . v,)o Ban Ey 0 2 (B, ’ el Kı\A " - u 
du, on, — GE OxX ee ak E73 . 


o°f‘(e, ’ v,) 


ou? 


of‘(o,, v,) 


z 


m „25 


_ ah ut. 
co“ 
Schon hieraus ergeben sich interessante Beziehungen. In der T'hat, setzen 
wir a das eine Mal gleich 3, ein anderes Mal gleich 24 und vergleichen die 
beiden Ausdrücke, die sich für die Differentialquotienten von f}(e,, ®,) er- 


geben haben, so erhalten wir die Gleichungen: 


K o’al (u, u,), IK al(u,%) _ _ 9. Hl) 4 
—l IT ae nn u T ; HH 
o ou? “"  Ou?öu, r 0% 1) 


K, o’al, (u, u,), +K, O’al, (u, , u) 2 of; (Bd) 232.22 


= 2 ; zaA U 
ou? 0% N 


; ’ 


u « 2 
ou, ou? 
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oder da die Beziehungen bestehen: 


(01, %) = K,Vxz u “u, fa, o)= —Mı / 3 ad ad 


ergeben sich die Gleichungen: 


2YrAufı,Co, © u = 22, = ent, — #4 (0, v,)u(& +4 ") 


Ver wefild,0)l = 22, LEN CHEN 2% + flo, ve) (14 A). 


0% 


Hieraus folgen einige interessante Beziehungen zwischen den Grössen K,,, 
K,. Es ist: 


Hilo — eh (Bu Ha or 24222 39)K,), 
Ale ed arm (2u:2 rn HA 22 + W)K,,), 
N = a RR H- HN R) 
of; 92) Su _ am, uw, (2A2: u ut + (u — »)K,). 

oh 21 22u} 0% 


Die beiden Differentialquotienten nach « entstehen aus den Differential- 


quotienten nach x durch Vertauschung von x und «. 
Mithin ergeben sich die Gleichungen: 


f oR:;, 2 > b) a) ) 
K,. — — 2, F - + RK,(—-2+2 +44 u), 
% 
r van oK;; %“ y 
K;, == — 2 Fa + KR... 
OH x 


Diese Formeln können aus den Gleichungen, die Hr. Königsberger im ersten 
Bande der mathematischen Annalen auf völlig verschiedenem Wege ableitet, 
unmittelbar entwickelt werden; nur haben wir die Grösse, welche Hr. Königs- 
berger durch K,, bezeichnet, durch —K;, bezeichnet. 

Die letzte der beiden ist die Gleichung (11.) in der schon eitirten 
Arbeit des Verfassers. Hierbei möge bemerkt werden, dass in den Grlei- 
chungen (11.)—(14.) —K,, an Stelle von K,, zu treten hat. 

In ähnlicher Weise können die vierten Differentialquotienten be- 
handelt werden. Für die Nullwerthe der Argumente ergiebt sich: 
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Afifys b) Ar 3 Sn j 
6) fi(v,, v,) o’al,(u,u,) | 4° al,(u,,u,), O’log4,(v,,v,), 
r _— z = + — ug. Vera 
ou} ou; or, ou; ou,or; 
4 oal,(u,u,), O*'logy,(v,,v,), 
+4 re 2 . | 2 
OU, ON;O”, 
n4 } “ % N15 \ n3 2 : « 
6) fo, , v,) o’al,(u,, u,), f 20 al,(u, ,u,), O’logs,(w,,v,), 
ou}Ou; R ou;ou, f ‚or, ou: Ouz41 ou.or, 
o’al,(u „ae o’log yo, sid. Ja 
ou, Ou; 10%, 
4 2 oal,(u,, U,), o*’log 3,(0,, v,)o 
ou, ou:Ou;+10%; 
‚ oal,(u,,u,), O'logY(v,,v,), 
Ou;+; on;or, 
Se A “a, ed, 
Fk, 9%) oal-(u,%,), , „ O’als(u,,u,), O’logsI,(v,,r,), 
ou? ou? ou’ ou: or, r ou’ ou, ou,or, 
3 N j no fm . 
ME. al,(u,,u,), O’logs,(v,,v,), 
ou, ou! ou, or, 
+2 oal,(u,,u,), Oo’logs,(v,,v,), 
= ou, ou, ou? or, 
12 oal,(u,, u,), O'lo2$,(v,,v,), 
2 on, ou’ou,orv, 
ng ‘ fin Er 
! N . x _. » \.» o’log tz) as 
In dem letzten Gleichungssystem können die Grössen Be ver- 
. ou,oe, 
möge eines der früheren Gleichungssysteme ersetzt werden durch die zweiten 


Differentialquotienten von f;(v,.e,) nach den Grössen #, und den Differen- 
tialquotienten von al,(u,, u) nach den Grössen «, und e,. Dabei ist: 


o’al,(u,,u,), ‚ o’al,(u,,u,) 


— K,, .. + KK, 


1 


o’al,(u,. u,) 


Ou;or,; ou;ou, Ou;on, 
und in ähnlicher Weise sind sämmtliche Differentialquotienten zu bilden, in 
denen eine Differentiation nach e®, zu nehmen ist. 

Hieraus folgt, dass die vierten Differentialquotienten der Funetion 
(1%) nach den Grössen a, und a, sich als lineare Funetionen der zweiten 
Differentialquotienten derselben Funetion fi(v,,®,) und der beiden Grössen 
K. und K,, darstellen lassen. Die Üoeffieienten sind, von dem Factor 
al,(u,), abgesehen, rationale Funetionen von x, #, «. Die Differential- 
quotienten sind hierbei für die Nullwerthe der Argumente zu bilden. 

Wir wollen für die Funetion fi(e,,e,) die Darstellung wirklich 
durchführen. 

Nach einigen Rechnungen ergeben sich die Gleichungen: 
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Ari 2 
Ton 9 _ 2 2 —4+2uW—1) One al,(u),KuAı, 


ou! : Su 


o'f! ‚(d,® Ü do £; 2 ‚of; ,(w,, v,), 
u di 


w al,,(u,); Ku I WHERE RW AA + 
+ 4al, (u), KK,’ Aw (— 24 u + a a 


‚Of; lot v, 7 ).2 42 2,0 v, 37 
au’ ou, 3 u ou: — (2x in +24 — yE ou, ou, 


= alas K,eW(l+A)- 2al,u) Ku Zu, 
f},(0,, ® 2)o — Zw g 1.60, v, 3 au ı 2 I) FT: v. 2)o. 


ARCHE 


ou, ou, er ou; 


2al,(u),K, lH 2 HH W) 
+2al, (u) Re Ai (- AR - WR -RR), 
FACH — 4; w , 0°f3,(0,, ©, d,). ni w A +/ 2 at f: 01 v, 2) 


ou? ou? ou, du, ou? 
— —4al,, a, K KW —2al, (u, NK, Aw (+). 
Indessen lässt sich das Problem noch weiter redueiren. In der That, die 
Grössen K, und K, können erstens durch die Grössen f(v,, v.), und 


ou‘ ou, 


fi (0, ©), ersetzt werden. 

Berücksichtigen wir ferner die Relationen, die zwischen fj(v,, ®;) und 
fi(o,, ©) aufgestellt worden sind, und ersetzen die zweiten Differentialquo- 
tienten der Function f(o,, ©;) nach den Grössen x, und a, durch die ersten 
Differentialquotienten nach den Grössen x, 4, u, so folgt der Satz: 

Sämmtliche vierten Differentialquotienten der Function f},(v,, v;) nach 
den Grössen «®, und «, lassen sich als lineare Funetionen der Grösse 
f:,(@0,, ©) und ihrer ersten Differentialquotienten nach den Grössen x, 4, u 
darstellen. Die Coefficienten sind rationale Functionen von %, 4, u. Die 
Differentialquotienten sind hierbei für die Nullwerthe der Argumente »,v 
zu bilden. 

Die Ausdrücke selbst sind nach dem Früheren unmittelbar herzustellen. 

Wir wollen den letzten wirklich hinschreiben. Er nimmt _ die 
Gestalt an: 


na n } Br .- fi i , 
ent 4 4 Zr ra) ee ee 


ou! ou? % 


, 5 I, . ), I a9 ‘ ) ‘ “ ) 
—2(1+A) 8 01:.0 2) wahl = A L-2) flo, vo). 


OA 
Das Analoge gilt für die andern Functionen. 
Andrerseits ergiebt sich für die Nullwerthe der Argumente ähnlich 


wie im vorigen Paragraphen: 
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ol I CIE 7) _ 16: (1a D,), ar 9.) Blogs,Le,, 0): ) 
ort | 


ROH d,) „Eh ge ’ d,), 


OT, >, OT, 


> of.(p, ‚d;), clog 3,(%,,0,)ı 


Ov?opds4ı OT,OT}, OT ,; OTj> 
2 ar “ a \ en 
5) C fu 13 %;)o olog 3.(0,, v,) 
OT,» ÖF ,. 


r- 


oT, ,OT,, OT , OT, 


3 fo, v,); Rn 160: (el ©.) fa, 0.) olog I,(0,,9,), ) 


ov?or? 


.\ if 5 =“ 2 
of 7 9%) ologY,(v,,v,), 


N2fi v,v,), | 
aun: An? (- 1.0, ). sc 


or!, OT, OT, 
of, %,), ologs,(o,, v,), 
Or, OT,, 
4 ofxv,, d,), oloz v7 (v,, d,),\ 
. )- 
a OT, oT,, R 
Hieraus folgt: 
fo, 9) ee fo, 0) tan! v,), ) 
ou; Tran Ye, Or” ou; 
19 S_ fie, v,) O’x(v,, d,), o’Av, v,), LS N of.co, R v,), 
ww 0204 ou; ou: Re, ie 0% 
>y of, v,)o oo O0logY,(v, v,) 
— 162, r AR, —, - « ; 
O4 OH 
oder also: 
0 LACH 0,) me fie, ) 0.) En d,), ‘ 
ou; Ehre Ox’ ou: / 
2 < o’fo,, v,), o’x“(v,, v,), o’hle,, ®,)) i < a of‘o,, ®,) 
en cr 04 ou; ou; “UN 0% 


Das Analoge findet für alle vierten Differentialquotienten der Function 
fe) nach den Grössen «, Statt. Mit andern Worten wir finden das 
Resultat: 

Die vierten Differentialquotienten der Funetion fo, ©) nach den 
Grössen , ergeben sich aus den entsprechenden der Grössen 3.01, ©), 
wenn an Stelle von 9,(o,, ©,): fi(v,, v,), an Stelle von a,,. Dyes €, d, resp. 
gesetzt wird: a,., b\., c,, d.. 

Hiermit sind wir aber am Ziel. Wir erhalten für die vierten Diffe- 
rentialquotienten einer jeden Function f:(®,®) zwei von einander ver- 
schiedene Ausdrücke. Die Gleichsetzung derselben ergiebt für eine jede 
der Funetionen fie, ®,) sechs von einander verschiedene Differentialglei- 


22* 
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chungen, bei denen als unabhängige Veränderliche die Grössen x, A, u 


auftreten. 
Für die Funetion f}(e,, ©) z. B. ergiebt sich als eine der Differential- 
sleichungen: 


4 Ö T 9, ®, N Pr 22 u + AZ of; ‚(dt v, m‘ 


ir a 22 
Enz Ah u Fe wr.yu "ht kw (X +4) 


a2 v,), ec) 95 W2(1—RYfilo, v,).- 
Dabei ist gesetzt: 
ev” = At RK), CP = WUrzu 
lÜbenso einfach sind die andern Gleichungen zu entwickeln. 

Auch aus den soeben näher definirten Gleichungen können grosse 
Kategorien neuer Gleichungen abgeleitet werden, vor allem die Glei- 
ehungen für die Grössen K,,, K.,. Auf die Wichtigkeit derselben für die 
Theorie der hyperelliptischen Integrale braucht nicht näher eingegangen 
zu werden. 

Es sollen diese Gleichungen hier nicht sämmtlich aufgestellt werden. 
Der Grund ist ein doppelter. Erstens sind keinerlei prineipielle Schwierig- 
keiten mehr zu überwinden und zweitens sind die Formen nicht so einfach. 
wie diejenigen, die der Verfasser im 95. Bande dieses Journals aufgestelli 
hat. Wir wollen uns damit begnügen, die Transformationsformeln für die 
Grösse K,, anzugeben, und eine der sechs Differentialgleichungen hinzu- 
schreiben, welchen diese Grösse Genüge leistet. 

Setzt man: 


: nn | zu ‚ih, 
ı = . 
2 | 
so wird: 
oO y ‚(v, , d,)o = (2; 242 u (1 9,2 PD oK,;; 
— x - m ao AA, . ” u 4 ) ae 
or “ıh, , OA 
& 1-2 -HSNE, 
Fr 2 r 232 2 rer et <a ’ 
WR 
v.® 2 22 0° °K i Y 5 aAN oK,: 
of: ( Ph _ {4 Au, db, A TEE Yon 
oA Fr | O4 y 4 
(Nur — IN u'+3utr") ) 
Alzu; I 
oO 2. (0, rn & ‚ 2.22 o’K;; (1 I 22) oK;; PR, a oK,, 
= —(Zn4,- +x(1-2r7-+4 (1— 2uw+4')- > 
En x’ 4; IR oU ou u’u; 10 

un (1—2u’ +4) — 22’ +A)Kı; ) 
2 u’u; ’ 
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R Ir n217 nr au u eı\ N 
£ E 0°; (01, 2.) = « = — (24 u: 2 ® Ki -r (wr— 7) ok li L Aruz(l — 2x +4 ) OK 
E Onch Auih; run OA v I u... r di 
(au + ru te — ur — A — 2°)K,, 
al- 4 + er 5 ' | | 
E h 
’ Für die Grösse K,, ergiebt sich dann als eine der sechs Differentialglei- 





- chungen: TER a 
n bi Gau “+2. he ei“ (+22 -2 un BE 1-37 — A— u" 
2 a he ÄAöOh a 1 ER Bu EN n% 
; = (3-27 —-#-wK,.. 
Dieselbe lässt sich aus den sechs Gleichungen, welche der Verfasser in der 
; eitirten Arbeit aufgestellt hat, unmittelbar ableiten. 
sse Auch hier zeigt sich die lineare "Transformation von grösstem Inter- 
ei- | | esse. Wir verweisen wiederum auf die mehrfach genannte Arbeit. 
die | Es ist klar, dass diese Gleichungen nur ein kleiner Bruchtheil 
en derer sind, die sich in der "Theorie der hyperelliptischen Funetionen ent- 
wickeln lassen. 
en. | Nehmen wir ganz allgemein den Ausdruck: 
e- REN 
eh, I | ov” Or" 
u Yon Pr 
lie wo n eine gerade Zahl ist, wenn 9,(v,, v,) eine gerade Thetafunction ist, 
z und zweitens eine ungerade, wenn der umgekehrte Fall stattfindet, so wird 
man auch für diese Grössen Differentialgleichungen ableiten können, indem 
man einerseits von dem Additionstheorem der T'hetafunetionen ausgeht und 
andererseits von den Gleichungen: 
0’Yy,(0.,v, . 09,(V.,0,) 0’3 (v0, 0.) . O3s(d,, d,) 
| EI z = ini EZ k ’ ov, Oo, —2mi Or, 
| s4. 
| Wir haben bei unseren Untersuchungen bisher als unabhängige 
(Grössen die Grössen z, /, « angesehen. An ihrer Stelle können nun auch 
die Grössen 7,,, Ti, 7» eingeführt werden. Es ist klar, dass auch in diesem 
Falle Differentialgleichungen existiren müssen. Die Form derselben ist 
complieirter, als die der vorhin besprochenen, dagegen bleibt die Methode 
" ebenso einfach und naturgemäss. Wir machen in Bezug hierauf folgende 


> s 
Bemerkungen. Im ersten Paragraphen ist gezeigt worden, welches die 





Werthe der Differentialquotienten gewisser Funetionen nach den Grössen x, 
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und «, für die Nullwerthe der Argumente sind. Hieraus folgen sofort die 
Werthe der Differentialquotienten derselben Funetionen nach den Grössen 
v, und o, vermöge der Beziehungen: 
a = K,vı+ Ko, 
u“ = K,v,+K.v.. 
In diesen Differentialquotienten sind dann ausser den Grössen #, /, u die 
Grössen K,,, K;, rational enthalten. 
Nehmen wir alsdann die Differentialbeziehungen hinzu: 
IP, 0) _ 1: 99ald,, %,) O’I.(0,, ®,) . 03.(0,,®,) 
u 5 aa me 7 u," a 
so ergeben sich Differentialbeziehungen, bei denen die Grössen 7,,, Tj., 7, 
als Unabhängige auftreten. Die Coeffieienten sind Functionen von x, 2, u. 
K,, K:. Die Elimination dieser Grössen ergiebt die gesuchten Gleichungen. 
Ganz besonders einfach gestaltet sich die Sache bei den elliptischen 
Funetionen. 


Setzen wir 


ä 





bj 


li > 


, Blamsı 3,0, T), 
so leistet 7 der Differentialgleichung Genüge: 
Go?" —1dnn 7 + 307 )-+ 32 (nn In = — nn’ (nn — In”). 
Diese Differentialgleichung ist zuerst von Jacobi im 36. Bande dieses Journals 
aufgestellt worden (Ges. Werke, ‚Bd. 2, p. 175). In der Einleitung zu 
dieser Arbeit befindet sich folgender Passus: „Wenn man z. B. die Reihe 
y= 1+29+2g4'+2g4+--- 

betrachtet, deren Bildungsgesetz so einfach ist, so giebt es doch trotz dieser 
Einfachheit kein Mittel, um aus der Natur dieser Reihe selber zu erkennen. 
ob sie durch eine endliche Differentialgleichung, d. h. durch eine alge- 
braische Gleichung zwischen ihr selbst, der unabhängigen Variablen uni 
ihren Differentialquotienten definirt werden kann. Und wenn es möglich 
ist, mit Hülfe der Theorie der elliptischen Funetionen eine solche Difte- 
rentialgleichung zu finden, wie complieirt und indirect sind die dazu nöthigen 





Betrachtungen!“ 

Im Gegensatze zu vorstehenden Worten zeigt sich die auf Grund 
des Additionstheorems der T'hetafunetionen entwickelte Methode als ebenso 
einfach wie übersichtlich. 

Rostock, im Januar 1834. 
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Zur Theorie der symmetrischen Functionen. 


(Von Herrn A. H. Anglin in Edinburgh.) 


Es sel 
i=zm km 
5 (€) == 1 (x — 7) — (Vf Pal 


und also u=1. Ferner sei $(x) die Ableitung von Fe). 
Dann ist gemäss der ZLagrangeschen Interpolationsformel: 


1 y Ro (x) 5 f PR m—k x » & —n 
=> — = —— Sun k T . n—m T 
i=1 (2—;) 5 (®;) k—U) Fi . “ 


wenn ©,_,„ die symmetrische Function 


run zgr—l 
EB 7 
3 (®;) 


bedeutet. Diese Funetionen S werden also durch die Reeursionsformeln: 


k=0, 1, ... m, jedoch mit der 
A) Z-NS = 0, (, ie) 
u U) ıst, 


E 0, falls » 


4 


aus den elementaren symmetrischen Functionen f bestimmt. Andererseits 
bestimmen sie sich aus der Gleichung: 


nn vr. Im z 
v6 ER: 

u en T vr I . 

n 0 i 1 we 7 


wenn jeder der m Faetoren rechts nach fallenden Potenzen von x ent- 
wickelt wird, in folgender Weise: 


m 


u Pi pam 1,2, ... 
(> y 7 r m > 
n P an £ı CHR BRERE ı mit der Bedingung ° 


I TERR | 
2 


! + 7 
m r'a m n 
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Da ferner gemäss der Lagrangeschen Interpolationsformel 


z F} r% (Vf, u ii am) 

i= h 5 (#;) 
der Rest ist, welcher bei der Division einer ganzen Funetion G(x) dureh 
5 (x) verbleibt, so erhält man den Rest der Division von ="'” durch (x 
in folgender einfachen Weise durch die symmetrischen Funetionen © dar- 


gestellt: 
k=m h=m—k 1% Ä k 
= (1) Oo Sı4+p X A 


vorausgesetzt, dass p — 0 ist ®). 


*) Anmerkung. Das Resultat findet sich auch in Jacobis Nachlass und ist in 
dem neulich erschienenen dritten Bande seiner Werke unter No. 23 veröffentlicht. 
Doch war Herrn Anglins (englisch abgefasstes) Manuscript der Redaection schon lange 
vorher zugegangen und ist nur, wegen der inzwischen erfolgten Publication der 
Jacobischen Entwickelungen, bei "der Vebertragung ins Deutsche wesentlich gekürzt 
worden. Die Herleitung kann aber noch vereinfacht werden. Es besteht nämlich die 
identische Gleichung: 


k=m I=p k=m h=m—k 
(B.) gm tr? — - dä ITnar, 53 ar! 5 5 (—1)* © 4 pX le 
I=V) ku Mel 


welche das vollständige Resultat der Division von z”+? durch %(z), nämlich sowohl 
den Quotienten als auch den Rest, mittels der symmetrischen Functionen © darstellt. 
Zur Verifieation der Gleichung (B.) bedarf man nur der in den keeursionsformeln (A. 
enthaltenen Definition der Grössen ©; denn der CGoeffieient von =’ wird, wenn g<m 
ist, in den beiden Summanden auf der rechten Seite der Gleichung (B.): 


k=m k=m—g—1 
= (— 1 )*7, Om-—n -k+p und Ze (—1)* Tr Om -g—k+p> 
k=m—gq ki) 


und die Summe dieser beiden Summen wird gemäss den Formeln (A.) gleich Null; 
wenn aber 9m ist, so kommt =°7 nur in dem ersten Summanden auf der rechten 
Seite von (B.) vor, und zwar mit dem Coeffieienten: 


k=m 


< (—1)f,. © Sm—g—k+ps 


k—0 
dessen Werth gemäss den Formeln (A.) gleich d,,.-,+,; also gleich Null ist, wenn 
9<m-+p ist, aber gleich Eins im Falle g=m+p. Kronecker. 
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Ueber die Klassenanzahl derjenigen ternären quadra- 
tischen Formen, durch welche die Null rational 
darstellbar ist. 


(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 


Erster Theil. 


In meiner Inauguraldissertation *) habe ich nachgewiesen, dass zwei 
indefinite ternäre quadratische Formen desselben Geschlechts äquivalent 
sind, wenn die Invarianten dieser Formen ungerade und relativ prim sind. 
Im Folgenden soll nun ein anderer Speecialfall, der in der Ueberschrift 
eenannte, behandelt werden. Die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, dass eine ternäre quadratische Form für rationale Werthe 
der Variabeln verschwinden könne, sind von Herrn Smith ohne Beweis 
aufgestellt worden **). Für Formen ungerader Determinante, welche im 
Folgenden ausschliesslich zur Behandlung kommen, will ich hier zunächst 
diesen Beweis vorausschicken. 

l. Es sei 

Ksz,.,2)=ar®+adz”+a' ce” +2b2 2" +26 2" c+2b" cr en 
eine primitive indefinite Form, deren Determinante | 
D = ab’+ab”-+a'b"”— aa a —2bb' bh" 
positiv sei, was vorauszusetzen erlaubt ist, da eine Aenderung der Vor- 
zeichen aller Coeffieienten auch das Vorzeichen der. Determinante ändert. 
Die adjungirte Form (Contravariante) von f ist 


OF ‚bW’—aad', b’—a'a, DR 


PEN \ab—b'b", ab'—b'b, a’b''— bb’ 
wo £2 den grössten gemeinschaftlichen (positiven) Thheiler der sechs ein- 
seklammerten Coeffieienten bedeutet. Die Form F ist wieder primitiv und 


*) Zur Theorie der unbestimmten ternären quadratischen Formen. Zürich 1871. 
“*) Proceed. Roy. Soc. vol. XIII. Nr. 60. 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 3. 25 
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A, A, AN 
B, B', B"/ 
bezeichnet werden, so dass also b’—aa' = Q2A, u. s. w. Die Determinante 
D ist durch 42° theilbar; sie sei = 2°, diejenige von F ist dann = 24, 
Die Formen f der Invarianten (2, 4 werden in Geschlechter eingetheilt nach 
den quadratischen Charakteren der Formen f, F in Bezug auf die Prim- 
factoren von 2 und 4 resp. *). 

Da äquivalente Formen dieselben Zahlen darstellen, so kann f so 
gewählt vorausgesetzt werden, dass a prim ist zu 2429, A" prim zu a24. 
Denn durch unimodulare Transformation kann zunächst der erste Coefficient 
a prim zu 2424 gemacht werden; sodann erhellt aus den Gleichungen 

aA+b"bB’"+bB'= 44, aB"+b"A+bB=0, aB-+b"B+bA'=0, 
"—-da= RA, b"-ad= AA, B-AA' =ad, 
dass A, B, A’ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben können, und dureh 
die Substitution 


indefinit; sie heisst die primitive Adjungirte von f und soll mit ( 


.=y, d=AyHyy), d=PyaryV, By-rP"=) 
bleibt a unverändert, A’ aber geht in A'P"” —-2BP"P'+A"P"” über und kann 
daher zu a24 prim gemacht werden. 
Um nun über die Auflösbarkeit der Gleichung 
ac +az”+a'c”+2brr" +2b ec +2" ee = 0 
in rationalen Zahlen zu entscheiden, multiplieire man sie mit «A, wodurch 
sie übergeht in 
Aaxc-+b'e +ba)— 2(A'EC—-Be)’+alAdeE” = 0; 
d.h. es ist die Gleichung 
2A'W—-v’+adw’ = 0 
in rationalen Zahlen x, v, w aufzulösen. Die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Auflösbarkeit sind, in der Gaussischen Bezeichnungs- 
weise des quadratischen Charakters **): 
1) A’ und a nicht beide negativ, 
2 RB AR grad 
a Pr £ ay’ yY aß’ 


*) Eisenstein, Neue Theoreme etc. Dieses Journai Bd. 35. Smith, On tlıe 
orders ete. Phil. Tr. vol. 157. 


**) Disq. ar. Art. 298. 
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wo oe’, P, y‘ die grössten quadratischen T'heiler von a4, aA'24, A'2 
resp. bedeuten. Die Bedingung 1) ist erfüllt, weil f indefinit ist. Um die 
drei Bedingungen 2) zu vereinfachen, führe ich die grössten in a, A’, (2,4 
aufgehenden Quadrate a,, A,, 42), 4; ein, ausserdem das grösste in (23,4, 
aufgehende Quadrat E’, indem ich setze 

n=E2 da Ar: = ER. A=EA4,. 
wodurch die rg" 2) übergehen in 
J, AR, aa 2A, pr a’, „ad, 
a’ R ar “ag RE, a R a: 
oder weil A’Q2,Ra, a4, RA" ist, in 

ad; RQ,, aA" Q,ARE, A'Q,RA,: 

so dass die gesuchten Bedingungen lauten: Es muss sein (in Legendreschen 
Zeichen): 


H-, H-H, HI-C94) 


für jeden Primfactor » von 42,, d von 4,, e von E. 

Die Darstellbarkeit der Null durch eine indefinite ternäre quadratische 
Form hängt also bloss vom quadratischen Charakter dieser Form ab; daher 
ist die Null durch jede Form eines Geschlechtes darstellbar, wenn sie es 
durch eine Form desselben ist. Im Folgenden werde ich zur Abkürzung 
eine Form, welche für rationale Werthe der Variabeln (die nicht sämmtlich 
0 sind) verschwinden kann, Nallform nennen. Nach dem Vorigen verstehen 
sich dann die Benennungen Nallklasse und Nullgeschlecht von selbst. 

Bezeichnet man den grössten gemeinschaftlichen (positiven) T’'heiler 


a 2 A 
() 2 NV () 
5 und mit .„ den von 7 und 
mit 5, so sind (2 und 7’ relativ prim und gehen beide in © auf; daher 
kann man setzen 


0=024, 2=2022"=-0N"ANR, 41=044'=- 0A" 4", 


von (2 und 4 mit ©, denjenigen von 


wo 2/2" prim ist zu 2.4", © prim zu 2"4"'. Ich werde aber im ersten 
und zweiten Theil dieser Abhandlung specieller voraussetzen, es seien 
@\ Yy ' " 
0,2. 2. 0,4 


A 


2 


relative Primzahlen, ungerade und ohne quadratische 
Theiler. 


Damit feine Nullform sei, ist alsdann nothwendig und hinreichend, dass 


( = ( 98 Een ( )=( ah a )( 2 ) EZ ( ai ) 


23% 
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sei für jeden Primfaetor ® von SQ", d von 2'4', 0 von ©. Ist v die 
Anzahl der Primfaetoren von ©, so giebt es 2” Nullgeschlechter der In- 
varianten 2, 4 (welche alle wirklich existiren). 
2. Zunächst suche ich die Nullformen durch Transformation zu ver- 
einfachen. Jede Nullform lässt sich in eine ihr äquivalente 
0, a’, a’ 
b, b', O 
transformiren, in welcher der erste und letzte Coeffiecient Null sind *). Die 
Coeffieienten der adjungirten Form 
(B’-de”, vr, 0 
0, a'b', —bb' ; 
sind durch 42 theilbar, also 5’ durch OQ2'A12". Setzt man b' = (2/4123, 
so folgt aus 


oder 
af = (AIR, 
dass « durch 0'024” theilbar ist. Es lässt sich jedoch zeigen, dass «a 
durch 2” theilbar ist. Wäre dies nicht der Fall, so müsste a’ einen Prim- 
factor p von (2 nur in erster Potenz enthalten, und weil b’—-a'«a” == 0 
(mod. p”), müssten @’ und b durch p theilbar sein, und die Form wäre nicht 
primitiv. Daher kann man setzen 
a = 022, fAB=lS. 
Da b’—-aa” durch 42, also durch 7’ theilbar ist, so ist es auch theilbar 
durch «’, und b und 5b’ durch «; daher sind sämmtliche Coeffieienten von 
(2F theilbar durch « und diejenigen von F durch «. Da aber F primitii 
ist, st «e=1, ?= 48" und 
«= II, V-OA NR". 

Aus b’— aa” =0 (mod. 42) folgt ferner b=0 (mod. O2). Es seib= OR. 

Ersetzt man x’ durch ©’ +kx”, so geht die Nullform über in 

( 0, «a, ak’ +2bk+a” 


re ot) wo aktb = ORD”Ik+b,). 
ak- ‚vd; 


Man kann nun k so wählen, dass 2”4’k+b, durch 7”.2"” theilbar wird. 
Dies geschehe, und der Quotient sei b,, also ak+b = b,b'. Hierdurch erhält 


*) Gauss, Disq. ar. Art. 274. 
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die Form die Gestalt 


ax” +a, 2’ +2b (b,' + z)x" 


und geht in 


D) mm rn 0, a’ a’ 
az” +a, x” +2br'xr = ( 7 ) 
sr ge ı 


iiber, wenn man z+b,x' durch x ersetzt. 

Es bleibt jetzt noch übrig, den dritten Coeffieienten a; zu redueiren. 
a'a) ist durch 2, also a, durch 2'2” theilbar; es sei a, = Ja). Ersetzt 
man x durch z+%'z”, so ändern sich die übrigen Coeffieienten nicht, der 
dritte aber geht über in 

a+2bk = 12a, +20) =rdNR", 
und 4 lässt sich so bestimmen, dass 0 <r“_20 wird. 
Ist r >60, so kann man noch die Substitution anwenden 
2 =y- I YO HDdy, ey Q'y', X" =y", 
wodurch r— © an Stelle von r tritt. 

Durch unimodulare T'ransformationen lässt sich also unter den an- 
segebenen Beschränkungen jede Nullform der Invarianten (2, 4 auf die 
(Gestalt bringen 

fr) = (2 rl, f A 
0, 9a’, 0 
mit der primitiven. Adjungirten 
rd, Va, 0 
Fr) = ( og | are 0): 


wo 0 <r= 0 und r prim zu © ist. 


, 


Kine solehe Form möge der Kürze wegen redueirt heissen. 

Zwei Formen f(r) und f(r) gehören in dasselbe Geschlecht, wenn 
die quadratischen Charaktere von r und r' in Bezug auf die » Primfactoren 
von © übereinstimmen. Die Anzahl der redueirten Formen eines jeden 
Nullgeschlechts beträgt 2” (0), wo Y die bekannte zahlentheoretische 
Funetion bedeutet. 

3. Es ist nun zu untersuchen, ob zwei redueirte Formen f(r) und 
f(r) desselben Geschlechts noch äquivalent sein können, ob es also mög- 
lich sei, f(r) in f(r') zu transformiren durch eine Substitution 

z=ay+ßy+yy', A=aytßytzyy, 2 =-eytßytyy 
der Determinante Eins. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass in ganzen 
Zahlen lösbar sei das System der Gleichungen: 
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sei für jeden Primfaetor von SQ", d von 2/4", 6 von ©. Ist v die 
Anzahl der Primfactoren von ©, so giebt es 2” Nullgeschlechter der In- 
varianten (2, 4 (welche alle wirklich existiren). 

2. Zunächst suche ich die Nullformen durch Transformation zu ver- 
einfachen. Jede Nullform lässt sich in eine ihr äquivalente 

0, a’, a’ 
b, b, 0 
transformiren, in welcher der erste und letzte Coeffieient Null sind *). Die 
Coetfieienten der adjungirten Form 
er: b’, 0 \ 
0, a'b', —bb' ; 
sind durch 42 theilbar, also b’ durch 02'422". Setzt man db’ = !.N4R" 5, 
so folgt aus 
ab”=D= .2°4= "ANA" A" 
oder 
dd = PIE, 

dass « durch 024” theilbar ist. Es lässt sich jedoch zeigen, dass «a 
durch 2” theilbar ist. Wäre dies nicht der Fall, so müsste a’ einen Prim- 
factor p von 22’ nur in erster Potenz enthalten, und weil b’—-aa” == 0 
(mod. p”), müssten @’' und b durch p theilbar sein, und die Form wäre nicht 
primitiv. Daher kann man setzen 


«= 021, Bed. 
Da b’—-aa' durch 2, also durch 7 theilbar ist, so ist es auch theilbar 
durch «’, und b und 5b’ durch «e; daher sind sämmtliche Coeffieienten von 
OF theilbar durch «@’° und diejenigen von F durch «. Da aber F primitiv 
ist, st e=1, P=J und 
es, VON". 

Aus b’—-ala' =0 (mod. 2) folgt ferner b=0 (mod. 02). Es seib= OR. 

Ersetzt man =’ durch «’+kx”, so geht die Nullform über in 

( 0, a’, ak’ +2bk-+a 


ra  " ), wo ak+b = OR" I'+b)). 


Man kann nun k so wählen, dass (2”.4’k+b, durch 4°.” theilbar wird. 
Dies geschehe, und der Quotient sei b,, also «’k+b = b,b'. Hierdurch erhält 


*) Gauss, Disq. ar. Art. 274. 
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die Form die Gestalt 


ac” +a, 2” +2b (b,r'+ a) 
und geht in 


! A 


D) mm Er’ 0, @, &, ‘ 
ax’ +a, x + 2bz x = ( 2 ) 
0, b', 0 
über, wenn man z+b,x' durch x ersetzt. 
Es bleibt jetzt noch übrig, den dritten Coeffieienten a, zu redueiren. 


a’a' ist durch 2, also a, durch 22” theilbar; es sei a) = J'.2a). Ersetzt 





man x durch z+%'z”, so ändern sich die übrigen Coeffiecienten nicht, der 
dritte aber geht über in 
a+2bk = 42a, +20kK)=rd 2", 
und 4 lässt sich so bestimmen, dass 0 <r 20 wird. 
Ist r> 0, so kann man noch die Substitution anwenden 


tz = y-.IIy-— PAD" A H)y", x == y+ IL y, vi == u, 
wodurch r— © an Stelle von r tritt. 
Dureh unimodulare Transformationen lässt sich also unter den an- 
segebenen Beschränkungen jede Nullform der Invarianten 2, 4 auf die 


r 
Gestalt bringen 


be) 


fe) = v, te, MR 
0, Ra", 0 
mit der primitiven. Adjungirten 
Fr) = Pe, me 0) 
44", 0 
wo 0<r= 0 und r prim zu © ist. 

Eine solche Form möge der Kürze wegen redueirt heissen. 

Zwei Formen f(r) und f(r) gehören in dasselbe Geschlecht, wenn 
die quadratischen Charaktere von r und r in Bezug auf die v Primfaetoren 
von © übereinstimmen. Die Anzahl der redueirten Formen eines jeden 
Nullgeschlechts beträgt 2” (0), wo g die bekannte zahlentheoretische 
Funetion bedeutet. 

3. Es ist nun zu untersuchen, ob zwei redueirte Formen f(r) und 
f(r) desselben Geschlechts noch äquivalent sein können, ob es also mög- 
lich sei, f(r) in f(r') zu transformiren durch eine Substitution 


Zi 


z=ay+ßytyy", dsaythytzy, A seythyrzy 
der Determinante Eins. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass in ganzen 
Zahlen lösbar sei das System der Gleichungen: 
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(1.) 0 = (AA Hr 12a” +22 1’ da, 
(2.) ga" a" = OA? Hr" Br +2 NO" "PB, 
(3.) "IR" = OA I'Y" +Hr 12"? +2OA AD" y"y, 
(4.) = N IPy Hr IL TR BY" + YP"), 
5) (AL = ON ya+r 22a + ANA" (ya Hay"), 
(6.) = O1 HAN + IA ANDRE" + Ba), 


Die Auflösung dieses Systems theile ich ausführlich mit, da es hier 
wesentlich darauf ankommt, sich von der Allgemeinheit derselben über- 
zeugen zu können. 

Aus der Annahme «@’=0 und den Gleichungen (1.), (5.), (6.) folgt 
e =0, P"=0, oy"=1, und, weil die Determinante der Substitution = 1 
sein soll, ! =1. 

Ferner folgt aus (4.) und (3.) 

v=0 (mod. 272), r=r (mod. 0); 
daher ! =r, und die Formen wären identisch. Im Folgenden ist daher 
ea —No. 

Aus (1.) folgt 2 ie dass «@' durch O2, « durch 042". 
a' durch 7, «' durch £” theilbar sein muss. Demnach kann man setzen 

= OMA, "= IALE 


y 


’ 
woraus 


a= —-I en 


€ 


(re" + DRAN, 


Die grössten gemeinschaftlichen Thheiler von e’ mit 0°, 2, 
4' seien der Reihe nach 9, 2, I, 2, I und 
0-00, 2-2, =, =, N"= NA. 
Endlich sei zur Abkürzung 
0,2424 =D, 924.04, = 


Setzt man für einen Augenblick €’ = D,n, so wird 
ge"? 
a -}{rDin+D; 7. 


Da n prim ist zu D, und 2« ganz sein soll, muss 7) in €” aufgehen. 
‚2 


.. € . . A 
Ausserdem dürfen 7 und u keinen ungeraden Primfactor gemein haben. 


da ein solcher auch in «, «', «” aufginge. Also muss 7 seine ungeraden 
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Primfaetoren in gerader Potenz enthalten, und man kann setzen 


n=0#%, € =oz, (o=+1 oder +2). 
Hieraus ergiebt sich 
a=—to(rDz+D#), d«=004’NR'd, «' = 00D;z, 
wo z prim zu D;0', A prim zu Dix, rz+4 = 0’ (mod. 2) 
sein muss, wenn 00° = 2 gesetzt wird. 
Substituirt man die gefundenen Werthe in Gl. (6.), so kommt 
0 = 00 AI zB +00D,zP+L0(rDz’— DAN)P", 
woraus folgt, dass 5” durch oO2’A2,4,z theilbar sein muss. Setzt man 


demnach | 
B' = O2, I, m, 


so geht die vorige Gleichung über in 
0 = 2,11 +94 4,2, 2P+Lto(rD,2’— D;4”)m 
Aus dieser Gleichung und (2.) erhält man für $% und P': 
ß = 004,02) 3m +1, 
0,4442 2B = #342 .—L0(rD,z’+D;A”)m. 

Durch Elimination von y aus (4.) und (5.) findet man 
4: m = +92 EM Arıy", 
woraus folgt, dass m durch (3,45 theilbar sein muss. Es sei m = 2,4 u, also 

922 = AH" Fu) 

Endlich geben Gl. (5.) und (3.): 

ay=1+ay"+oD,u, y"=Lao(r DD” — D;u). 

Die Determinante der so erhaltenen Substitution ist = Fl, wess- 
wegen nur die untern Zeichen beizubehalten sind. Die gesuchte ganz- 
zahlige Auflösung des vorgelegten Systems muss also in der Form ent- 
halten sein: 


eo —= — 40(rD,z 21 D;4 A D,4zP = 2a ..- at) ' 0Y — ay" u 9, 
eu = 00 A’, f=0D.iu—1l, DAY =I2'urıy % 
"= 00D;x, PM =00O A” N"'zu, y' =4o(rD«”’—D;u’ 


! 2 


vw. 2 ‘ 7 » ra $) a #7 1 P r ) Ay A A 
4. Es fragt sich nun, unter welchen Bedingungen «, ß, y, y', Y 


! 3; 


ganzzahlig werden. Damit « und y" ganz werden und weder «, «, « 


2 


noch @”, 5", y". einen gemeinschaftlichen Theiler haben, muss sein 
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x prim zu D,0', ku prim zu D;x, 
| (e) + =rx+u=0o (mod.2). 
Damit 5 und y' ganz werden, muss sein 
24 (ou+l)=0 (mod. D,4'r), 12"'y"ı+ u) =0 (mod. D,2') 


oder 
[ rD,-u+(D,Au—o)A = 0 (mod. 00,442, x), 
(a.) "D.2% — (Dau—o)u=0 (mod. 00,2723I, x). 

Der Factor 0’ im Modul kann weggelassen werden, weil, für !=+2, 
x ungerade ist und die Congruenzen (a.) (mod. 0’) erfüllt sind, wenn es die 
Congruenzen («.) sind. Die Moduln der Congruenzen (a.) sind alsdann die 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen bezw. von 9,2, 4, S,x und von 
0,4,x, 42, 42)’. Daher kann man jede durch drei Congruenzen ersetzen, 
deren Moduln diese Zahlen einzeln sind. 

Die Moduln 9,2/x und 9,4,x gehen in D,x auf und sind prim zu 
,u; also redueiren sich für dieselben die Congruenzen auf 

(P)  Dau—o'=0 (mod. 9,242). 

In Bezug auf 4, und 3 erhält man 

(Y) rDru-ol=0 (mod. 4), rDz+ou=0 (mod. 

Zerlegt man ferner 4, und (2, je in zwei Factoren: =99, 
2 = nn, von denen 9 und n in x aufgehen, 9’ und 7’ zu x Bas sind, so 
lassen sich die Congruenzen (a.) nach den Moduln 4’ und 42)’ durch 
folgende ersetzen 

(0)  D,Au—0 = 0 (mod. 9r’z), 

(&) (rD,#’+D,)u—0o4=0 (mod.9°), (rD,2’—D,u)A+ 0 u=0 (mod. r”). 

Schreibt man die Gleichung für 7 in der Form 

oOD,zy = —to’|Irr(D,x)+D,D,“(r#—ru))+ HoD,Au—2))', 
so erhält man als Bedingung dafür, dass y ganz wird: 

(b)  rr(D,#y+D,D,#(ra—ru”) = (D,Au—0') (mod.20'OD,z’). 

Diese Congruenz untersuche ich zuerst in Bezug auf die höchste im 

Modul aufgehende Potenz von 2. Ist z ungerade, so redueirt sie sich aut 


(r+A)(r+u) =1 (mod.2), wenn oO’ = +1, 


und auf 


(rt )\r Fu) =0 (mod.4), wenn W!=+2 
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und ist daher eine Folge von («.). Ist dagegen z gerade, so redueirt sie 
sich auf 


' 


D Au— o'\?’ 
r —r —— ( — ! ) mod. 2), 
4 \ 


oder 
©)  D;iAu—0 =x(r—r) (mod. 2x). 


Die Congruenz (b.) bleibt jetzt noch nach dem Modul OD,z’ zu 
untersuchen, welcher das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der drei 


, 7 Zahlen 0,434, (9,444), 423 4,# ist. Zur Abkürzung setze ich noch 
@ ..OR2N=9, 924, = 0, 

r so dass © das Produet der relativen Primzahlen 9, und ©, ist, welche bezw. 
n 


in D, und D, aufgehen. 


1, Nach dem Modul ©, redueirt sich die Congruenz (b.) auf 
(1)  rr(D,z) = 0” (mod. 0,), 
P und da aus (?.), (d.), (e.) folgt D,Au— 0’ = 0 (mod. D,z), so redueirt sie sich. 
mod. (9,2), auf 
rW =ru’ (mod. O,), 
oder weil D,Au = 0’ (mod. ©,) ist, auf 
(II) r(D2 = ro” (mod. 9,), 
| während sie nach dem Modul 2/4,’ in den früheren enthalten ist. 
ui Die Congruenzen («.), (P.), (y.), (.), (e.), (&.), (1) und (IL), nebst 
h der Forderung, dass z prim sei zu D;0', Au prim zu D,z, geben die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Substitutionscoef- 
fieienten ganzzahlig werden. Man überzeugt sich aber leicht, dass nur die 
). Congruenzen (1l.) und (II.) wesentlich sind; denn ist es möglich diesen zu 
genügen, so können auch. alle übrigen Bedingungen erfüllt werden. In der 
That, sind die Congruenzen (].) und (11.) überhaupt auflösbar, so sind sie 
es auch so, dass x prim wird zu D,;o', 4 prim zu Dz und z-+4=0 
mod. 2). Dann lässt sich « den Congruenzen («.), (P.), (0.), (£.), hierauf 
, und « den Congruenzen (y.) und endlich « den Congruenzen (e.) gemäss 
n bestimmen. Die zweite der Uongruenzen (e.) ist zwar quadratisch in u: 
ıt E schreibt man sie aber in der Form 


(oD;Au--1)’ = 14 r'D,D,2’W (mod. nn”), 
so erkennt man sofort ihre Auflösbarkeit, weil „’ in D, aufgeht und zu 
oD,4 prim ist. 

: Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 3. 24 
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Da die Formen f(r) und f(r’) in dasselbe Geschlecht gehören, so 
ist die Congruenz 


(A) rz’=r' (mod. ©) 


lösbar und hat 2” Wurzeln. Führt man diesen Werth von r’ in die Con- 
gruenzen (1.) und (1l.) ein, so gehen sie über in 


rzD,z = 0’ (mod. ©,), 3D,4 = 0’ (mod. 9,), 


wo z jede beliebige Wurzel von (A.) bedeutet. Setzt man noch D,=9D. 
D, = 0,D,, so wird D,D, = 2.49’, und man erhält folgende nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Aequivalenz der Formen f(r) und f(r'): 

Es muss eine Zerlegung von © in 9,9, und von 2”4' in D,D., 
einen Werth 9 = +1, +2 und eine Wurzel der Congruenz (A.) geben, so 
dass 00,D,3 quadratischer Rest von 9, und 0'9,D;rz quadratischer Rest von 
9, wird. Oder was dasselbe ist: 

Es muss eine binäre Form (a, V, rc) der Determinante —rOL2 I 
geben, deren Charaktere in Bezug auf alle Primfactoren von © übereinstimmen 
mit den Charakteren eines der Werthe von z oder 22. 

Das Doppelzeichen von 0° braucht nicht berücksichtigt zu werden 
und die Untersuchung braucht sich nur auf positive Formen (a, 0, re) und 
auf die Primfactoren der Form 42-+1 von © zu erstreeken. Denn be- 
kanntlieh wird die Congruenz (A.) aufgelöst, indem man sie zunächst nach 
den einzelnen Primfaetoren von © als Moduln auflöst und dann z den ge- 
fundenen Wurzeln nach den betreffenden Moduln eongruent macht. Ist nun 
der Modul von der Form 4»+3, so ist von den Wurzeln die eine quadra- 
tischer Rest, die andre quadratischer Nichtrest des Moduls. 

d. Die in einem bestimmten Nullgeschlecht enthaltenen 2””y(0 
redueirten Formen f(r) lassen sich nun folgendermassen in Klassen ordnen: 

Man entwickle das System aller positiven Formen (a, 0, re) der 
Determinante —-rO2" 4” und stelle das System >, ihrer Gesammteharaktere 
(d.h. für jede Form die Reihe ihrer Charaktere) in Bezug auf die Prim- 
factoren # von © auf. Da dieses System F, sich durch Zusammensetzung 
mit jedem beliebigen seiner Gesammtcharaktere reprodueirt, so muss die 
Anzahl der verschiedenen Gesammtcharaktere desselben ein Theiler der 
Anzahl aller angebbaren, d. h. von 2”, also selbst eine Potenz von 2 sein. 

Sodann multiplieire man die einzelnen Charaktere von 3, mit dem 
Charakter der Zahl 2 in Bezug auf den betreffenden Primfactor 6, so erhält 


e EEE. 
ar Are 
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man ein System 3&,, welches mit dem System 3, entweder alle oder keinen 
Gesammtcharakter gemein hat. Die verschiedenen Gesammteharaktere von 
3, und 3, zusammen mögen das System > bilden. Ihre Anzahl ist wieder 
eine Potenz von 2; sie sei = 2*(u_ r). 

Nun giebt es 2°”y(O) positive ganze Zahlen, welche nieht grösser 
als 9, zu © prim sind und vorgeschriebene Charaktere in Bezug auf die 
Primfaetoren von © haben, und 2“”g(0) Zahlen z, welche incongruent 
(mod. 9) und prim zu © sind und irgend einen der obigen 2“ Charaktere 
des Systems = haben. Quadrirt man diese z, so liefern sie 27” "'p(O) 
incongruente Werthe (mod. 0), wo v' die Anzahl der Primfactoren 0 von der 
Form An+1 bezeichnet und 2“ die Anzahl der in Bezug auf diese Prim- 
zahlen verschiedenen Gesammtcharaktere in &. Diese 2°” g(O) Incon- 
eruenten Werthe der 3° oder ihre Reste (mod. 9) mögen dureh 

Teer © 
bezeichnet werden. Unter ihnen befindet sich immer die Zahl 1. 

Man nehme nun irgend eine redueirte Form f(r) aus dem betrach- 

teten Nullgeschlecht, bestimme die kleinsten positiven Reste (mod. ©) der 


Produete 
en 
Dieselben seien 


Dann sind 

fr), fd for) 
o redueirte äquivalente Formen des Nullgeschlechts, und andere ihnen äqui- 
valente reducirte Formen giebt es nicht. Sie erschöpfen alle redueirten 
Formen des Nullgeschlechts, und dasselbe enthält nur eine Klasse, wenn 
0o= 20), also W=rv. Ist W“<rv, so giebt es noch andere reducirte 
Formen jenes Geschlechts; f(r') sei eine solche. Bildet man wieder die 
kleinsten positiven Reste (mod. ©) 

U DE 

der Produete 

in. mE %,.. 12, 


so erhält man g9 neue unter sich äquivalente redueirte Formen 
„ N ‚di ae Y Me 
für 1/3 fur 2)) N 4 0)} 
welche eine zweite Klasse bilden, u.s. w. /m Ganzen wird man 2””" Klassen 


mit je o reducirten Formen finden, woraus man wieder sieht, dass man bei 
24* 
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der Bestimmung der Klassenanzahl die Primfaetoren der Form 4»+3 von F ; 
9 gar nieht zu berücksichtigen braucht. Enthält © bloss Primfactoren der 
Form 4»-+3, so enthält jedes Nullgeschlecht der Invarianten 2, 4 nur 
eine Klasse. 
Beispiel. Sind die » Primfaetoren von © alle von der Form 8% -+ 1 
und jeder quadratischer Rest aller übrigen, sind ferner alle Primfactoren von 
274” quadratische Reste von ©, so fallen die Systeme &, und 3, zusammen, 
und « bedeutet die Anzahl derjenigen Primfactoren von ©, von welchen 
r quadratischer Nichtrest ist. Speciell enthält dann dasjenige Nullgeschlecht. 
tür welches CATTE: ) =1 ist in Bezug auf jeden Primfactor # von ©, 


2’ Klassen. 


Zweiter Theil. 

Nachdem im ersten Theil die Frage nach der Aequivalenz der be- 
trachteten ternären Nullformen erledigt worden ist, ergiebt sich nun für diese 
Formen auch die Lösung der Aufgabe, Zahlen und binäre quadratische 
Formen durch dieselben darzustellen. Im Folgenden soll, jedoch wieder 
unter vereinfachenden Voraussetzungen, noch die Darstellung binärer Formen 
dureh ternäre Nullformen behandelt werden, weil sich dabei ein bemerkens- 
werther Zusammenhang mit der Theorie der Composition ergiebt. Ich 
betrachte also die Aufgabe: 

6. Durch eine ternäre Nullform der Invarianten 42, 4 eine binäre 
Form p=(p,g ,p') der Determinante “2M darzustellen. 

Indem ich die Bezeichnungen und Beschränkungen des ersten Theils 
beibehalte, setze ich ferner voraus, y sei eigentlich primitiv und M prim 
zu (24, und beschränke mich auf eigentliche Darstellungen. 

Damit g durch ternäre Formen der Invarianten (2, 4 eigentlich dar- 
stellbar sei, müssen folgende Congruenzen lösbar sein *): 

1) =, 00 =-4Ag', 0” = Ap (mod. M), 
und sodann bestimmen sich die übrigen Coefficienten der ternären Form 
eh (P pP’; ") 
Br 99,947 
durch welche g dargestellt wird, und ihrer primitiven Adjungirten 
F- LE 
0,0', 0" 
*) Gauss, Disqg. ar. Art. 285. Smith, On the orders etc. Art. 10. 
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durch die Gleichungen: 


0’ - Ap' Bi 0’— Ap M un A Ber 00' a. Ag" 
vo u 5) P  " M ’ P —— M. () u un M b) 

» _ Op’ +200'd"+O"’p+ MA +0 2... 0g"’+0' 
p Me, u Arme: ve >: Tre 


P= 


IV 
ut 





Damit die Congruenzen (1.) lösbar seien, muss für jeden ungeraden Prim- 


factor « von M sein: 
\ p A 
(«.) ( P ) — ( ); 
u/ u 
ausserdem 


y=4 (mod.4 oder 8), je nachdem M = 4 oder 0 (mod. 8 
der letzten Congruenz bedeutet y zur Abkürzung irgend eine durch y 

darstellbare ungerade Zahl. Dass diese Bedingungen auch hinreiehen, ist 
leicht zu sehen. 

Sind Q und 0 den Congruenzen (1.) gemäss bestimmt, so werden 
P, P', Q” ganzzahlig; ebenso g und g‘, weil ausser den obigen Gleichungen 
für qg und g’ noch die folgenden gelten 

gi MO ‘= PT -OE 
/ A 
und der Voraussetzung nach M und 4 relativ prim sind. Aus analogem 
Grunde wird auch 
»_q’-P& _g’-PL2 gi+l"'R 
P pP q 

ganzzahlig. Endlich überzeugt man sich leicht, dass die Formen f und F 
beide eigentlich primitiv sind und die Invarianten (2, 4 besitzen. 

Da % primitiv ist, können p, p‘, M“2 keinen gemeinschattlichen 
Theiler haben und es ist sonach, wenn wie früher #, »&, Ö die verschiedenen 
Primfactoren von 0, 2", 2/4" resp., ausserdem w', Ö’ diejenigen von 


2, 4 bezeichnen: 


(P.) F 


| # 


DH H=-&); 
HM: = 


Die Forderung, dass f eine Nullform sei, giebt weiter für g die Bedingungen: 





u 


(a) = ( ) “ de 92'4" ), (2 el —. J )- 
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Die Gleichungen («.) und («'.) geben also die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass die eigentlich primitive binäre Form der 
Determinante M42 durch ternäre Nullformen der Invarianten 2, 4 darstell- 
bar sei. Zusammen mit den Gleichungen (P.) zeigen sie, dass das Ge- 
schlecht der binären Form durch dasjenige der ternären vollständig be- 
stimmt ist, und umgekehrt. 

Soll nun p durch eine gegebene ternäre Nullform dargestellt werden. 
so hat man zunächst zu untersuchen, ob die Bedingungen («.), (P.). («'. 

Eu 
erfüllt seien, sodann alle Formen ieh 2 = aufzustellen, welche nichtäqui- 
valenten Congruenzwurzeln Q, Q' entsprechen (wobei man von zwei ent- 
gegengesetzten Werthsystemen Q, Q’ und —Q, —O' nur eines zu nehmen 
braucht), von diesen Formen diejenigen zu suchen, welehe der gegebenen 
Nullform äquivalent sind, und die Transformationen der letzteren in die 
ersteren zu ermitteln, um alle gesuchten Darstellungen von zu erhalten. 
Alles dieses kann nach den Entwickelungen des ersten Theils ausgeführ! 


3 . 
ER 
ey 
| ! i 
Br: 
2 
N 
2 
B 
2 
# 
3 
, 


werden. (Der hierbei zu berücksichtigende Fallr =r, «’= 0 in Art. 3 
erledigt sich leicht.) 

‘. Die Frage nach der Möglichkeit der Darstellung ner binären 
Form dureh eine ternäre will ich für den Fall noch ger betrachten. 
dass M keinen quadratischen Factor enthält. Hierbei handelt es sich nur 
darum zu entscheiden, welche binäre Klassen durch eine gegebene ternärc 
und umgekehrt, durch welche ternäre Klassen eine gegebene binäre dar- 
stellbar seien. Sobald nun die Invarianten 2, 4 der ternären Klassen ge- 
geben sind, so muss zunächst die Determinante M2 der binären Formen 

or 

no = — ) — 1 genügen für jeden Primfactor d von 24. 


Ist M dieser Bedingung gemäss gegeben, so bleiben nur noch die Charaktere 


der Bedingung ( 


(2)=(£ -) der binären und ternären Klassen willkürlich. Die übrigen 
sind dureh die Gleichungen («.), (?.), («'.) bestimmt. 
Statt der Form g kann man irgend eine ihr äquivalente nehmen, und 
zwar kann man 9=(p,q ,p) immer so wählen, dass 
3) p= - MIR" N'y 
wird, wo p prim ist zu 2124. 
Beweis. Die Congruenz 
= = MO IL” (mod. 24") 


ist der Voraussetzung nach lösbar und, da MO’I2” prim ist zu 2’, so. 














a ae ne ab P aß Amen 
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dass der Ausdruck MI'2" ee zu 2 prim wird und in Bezug auf 
die Primfactoren w von 2’ dieselben quadratischen Charaktere erhält wie 
die Form g. Setzt man z als so bestimmt voraus, so ist 
=—MQ' AS ) 
, 24" 
eine eigentlich primitive Form der Determinante M2; dasselbe gilt von der 
Form (-M42",0, 02”). Durch Zusammensetzung beider Formen entsteht 
wieder eine eigentlich primitive Form derselben Determinante 
9'—M4'82"'z? 
RT ); 


(2?1', 23 


v—= (-M2’IR"1', MAIRz,. 


welche mit y in dasselbe Geschlecht gehört; denn es ist 


nach («.): = ) = ( 2 ) ron ( _ ya ( w ), 


U 
= N, F\_ RER. ) ( uv\ /4 ) (ZN aR" a \ _(WN 
nach (0 ): “7 0: ww IT gi)! \ /T\ u / \y,? 


endlieh nach Construction: 


(#) = (4%) 
ur 


und der, wenn M2 = 5 (mod. 4) oder +2 (mod. 8), noch übrig bleibende 
Charakter muss also für beide Formen auch noch gleich sein. Folglich 
sehört die Form w”'g, welche durch Zusammensetzung von p mit der ent- 
gegengesetzten von entsteht, ins Hauptgeschlecht und kann durch Dupli- 
cation einer eigentlich primitiven Form % der Determinante M2 erhalten 
werden, so dass w'o=y° oder 
(4) = wy.. 
Nun Kann x eine Zahl p eigentlich darstellen, welche zu jeder beliebig 
gegebenen Zahl, hier zu: 2M24, prim ist, und dann stellt g die Zahl 
-NM2"A2"A'p eigentlich dar und kann daher so transformirt werden, dass 
der erste Coefficient dieser Zahl gleich wird; w. z. b. w. 
Setzt man.also von vornherein y = (-M2”A2"A'p’,gq',p)), so wird 
5) gd"’+MA®IR" 1 = MOMIR"; 
also, weil M2’12" keinen quadratischen Theiler hat: 
q =0 (mod. ML I2N; 2!a'yp = 0 (mod. MIR"), 
Nach dieser Vorbereitung lauten die Congruenzen für Q und Q': 
0’ — 0, 00 u 0, 0" ze Ap (mod. M): 
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folglich kann Q=0 gesetzt werden. Ausserdem wird 














0"p? — 2 4"? 
oder 
(p-9AIQp+OI)=0 (mod. M), 
— MAI Ay}, p', 2,4 ‚arg 94 2 —@ p 
f = in 
08 .. VRR" A'Y?, q' 


Die Form f ist jetzt zu reduciren. Zu diesem Zweck ist zunächst 
die Null eigentlich durch dieselbe darzustellen, d. h. eine Auflösung der 
Gleichung zu suchen 


) Zn — M2?412"'4' Be eK 027 Z007 celee Q pP za? 


rn 
_ıd e -22 +2 AIR" 1 ya +2g'ex 


in ganzen Bi x, ©, x" ohne gemeinschaftlichen Theiler. Da es ge- 
nügt, eine specielle Lösung zu haben, setze ich 2’ = 0, wodurch sich die 
Gleichung auf 

Mpx = (+94 +Q'yp)x" 
redueirt. Der grösste gemeinschaftliche Theiler von Mp und 0'4'+0'p ist 
ein Theiler von M und zwar=M (mod.2). Er sei=M, und M=M,M. 
Dann kann man setzen 


QJ'A' ' F 
= zn. er En 


Werden ferner y und y” der Gleichung gemäss bestimmt 
(04 +0p)y —Mpy = M,, 
so geht f durch die Substitution 


BL... dan Pyhy", ”=y, = =Mpy+z'y 


der Determinante 1 Be in die Form 
| IRA NY" —M,) 


£ e} m, 
q "(9 N'y 7 —M,) 90" gr . TR y' 
Dr ; 4'y. rec 

ITy EN M, 


deren erster Coeffieient 0 ist. Um auch den letzten = 0 zu machen, wende 
ich die Substitution an 


1.0, 0 
0, u, v’ | uUv"—uvV = 1, 
0. u, v'' 


st 


ST 





. x Se er a 
Ya a 3: A Se Tea al SE na EEE 
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wodurch der sechste Coefficient = A1(PAID 1' pw" A J u), also Null 
wird. wenn man setzt 
gu oO" Z we q" 
u=3%24A4»), u=— or - 
Ä P; NAAR 
welche Zahlen, wie aus Gl. (5.) zu ersehen, relativ prim sind. Demnach 
lassen sich auch v’ und v" der Gleichung gemäss bestimmen 


Zi 


O2 4'a!! q 7} 
Eur 1 


a’  . 
Hierdurch geht die Form über in Hei vo ): 
I; 


N gt " “u X@4Ay'"—M) ‚„,M"AR"A"'(R20'dy"—M,)., 
=, a = py” +27 z ey" + Pr ey”, 


wo 


! A nn 


J 64 Y nt 12? N" 
h cc Le a — () 24°0 . 
= ): 


Hier ist »" durch v bestimmt, v' und y” aber nur insoweit, als sie 
(g’ = M2’I4 2” q gesetzt) den Congruenzen zu genügen haben: 
' ! ' AR R ' ' > PEN 
(I +Qp)y = M, (mod. My), M;qav' = 1 (mod. 2°I'y). 


. . * . 1] A fe r I) zZ A 
Mit diesen Congruenzen ist aber die Annahme v = ur =4"2ay ver- 


träglich, wie sich aus der Gleichung ’MI2'+2!I pp = 0 ergiebt. 
Durch diese Annahme wird 5=0, a’ durch 1427 theilbar; es sei 
a=a42' Die weitern Reduetionen (Art. 2) ändern a/, mod. ©, nicht 
a so dass man zur Bestimmung der redueirten Form f(r) hat: 
42" =a' (mod. 942); 0<r<—O. 
Nun ist aber 
Mypa' = Mpp'v’— 2g' Mr v"— 2” 4102" A'Mpv"” (mod.©) 


oder 
6.) 2’A'Mpr = —(Mgr'+Q2”4' Mor") = —M) (mod. ©) 
oder auch 
(6“.) pr =M2"I2" (mod. 9). 
Ferner ist 
Ma’ = — MAI" A'v"” (mod. 1”) oder Mır= —M,2”4'v"” (mod. 4") 
oder 


(7)  2’A’Mpr= —M; (mod. J) 
oder auch 
(7°) M,O'r = —M,p' (mod. I). 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 3. 25 
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Endlich ist 
a == p'v” (mod. 2) 
oder 
(3)  M,O'r == M,p (mod. 2). 

Die Congruenzen (6°), (7°), (8.) bestimmen r, mod.©, und lassen 
erkennen, in welche Klasse die erhaltene ternäre Form gehört. 

Lässt man, wenn gegeben ist, M, alle ungeraden (positiven) Theiler 
von M durchlaufen, so erhält man eine Reihe von ternären Nullformen f(r), 
die man nach dem im Art. 5 angegebenen Verfahren in Klassen ordnen 
kann. Man wird nur eine Klasse erhalten, wenn die Gesammtcharaktere 
der Divisoren M, in Bezug auf die Primfaetoren # sämmtlich im System 
> (Art. 5) enthalten sind. Im Allgemeinen aber bestimmt sich die Anzahl 
(dieser Klassen dadurch, dass man die Gesammtecharaktere aller Divisoren M, 
mit denjenigen in > multiplieirt und die Anzahl der verschiedenen so er- 
haltenen Gesammteharaktere durch die Anzahl der verschiedenen in I ent- 
haltenen dividirt, wobei man sich wieder auf die Primfactoren # der Form 
4» +1 beschränken kann. 

8. Ist 2!=1, so lässt sich das System der durch eine gegebene 
ternäre Nullform der Invarianten 2, 49 darstellbaren binären Formen y von 
gegebener Determinante M42 folgendermassen leicht herstellen. 

Die ternäre Form wird zunächst in die Gestalt gebracht 

PB: EN 
u... 0 /, 


Hier ist indessen r nur mod.© bestimmt und darf ausserdem durch rz 
ersetzt werden (Art. 5), wo z alle Zahlen eines vollständigen Restsystems, 
mod. ©, durchläuft, die zu © prim sind und deren quadratische Charaktere 
in Bezug auf die Primfactoren von © dem System = angehören. Ferner 
kann M, in den Congruenzen (6.) und (7.) des vorigen Artikels alle un- 
geraden (positiven) Theiler von M= M,M, durchlaufen. Die Zahl p ist daher 
dureh (6.) und (7.) nur mod. © und nur soweit bestimmt, als sie zu 24.24 
prim vorausgesetzt ist und als ihr Gesammteharakter in Bezug auf die Prim- 
factoren von © stimmen muss mit einem der Gesammtcharaktere, die man 
SE 


R Bo a =. 
erhält, wenn man denjenigen eines der Werthe von | Zur 


(mod.©), oder 


einem des Systems I als mit je einem des Systems der Divisoren M,. Ebenso 
ist die Form % der Determinante M&2 nur insoweit bestimmt, als sie eigent- 





en 
z & 
Ri 


is AN 
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lich primitiv sein und einem Geschlecht angehören muss, dessen Gesammt- 
charakter in Bezug auf die Primfactoren # mit einem der soeben für p auf- 
vestellten stimmt. Wählt man noch für y irgend eine der Formen 


9 -—- MIR" 3?N\ 
A 
der Determinante MA, so giebt die Gleichung „= wy’ alle gesuchten 


(-MA2" 4" MAR". 


b 


Klassen von Formen g. 
Beispiel. Es sei 
0=2993 = 41.73, 2402"4'=1, M=- 
Die Bedingungen («.), (P.), («'.) lauten: 


41.73) 3 Z\ 
(3 =(75-)=- Ze: )= (A) =(1)=-1, (5)- (3)=()= Hi; 


= Det 


Eigentlich primitive binäre Formen der Determinante — 3.41.73 lassen 
sich also durch ternäre Nullformen der Invarianten 2993, 2993 nur dar- 
stellen, wenn erstere dem Geschlecht N3, N41, R73; letztere dem Nullge- 
schlecht fN41, R73; FN41l, R73 angehören. Das System &, welches sieh 
auf das ternäre Geschlecht bezieht, enthält zwei Gesammtcharaktere R4l, 
R73 und N41, N73, und daher besteht das Geschlecht aus zwei Klassen, 
welche durch die Formen 


0, 2993, 33 a5\ 0. 2993. 55 
f) = 0, 2993, 0 KOSR im 2993. u) 


repräsentirt werden können. 
Die eigentlich primitiven binären Formen der Determinante 
— 3.41.73 = - 8979 

zerfallen in vier Geschlechter. Bezeichnet man die Formen (5, 1, 1796 
und (3, 0, 2993) bezw. mit « und /, so lassen sich die Klassen, aus 
welchen diese Geschlechter bestehen, durch folgende Formen reprä- 
sentiren: 

I. Geschlecht: R3,. R41, R73:«”*: III. Geschlecht: N3, R41, N73:«”*', 
11. Hi N3, N41, R73:0”Pß; IV. Pr R3, N41, N73:0”t'P. 


Um die Formen zu finden, wele ‚he durch f(3) dargestellt werden 


) Way, 


können, ist der Gesammtcharakter von Y3.3 (mod. 0); d.h. N41, R73 zu 
multiplieiren sowohl mit je einem des Systems I als mit je einem der 
Tbeiler von 3. Dies giebt die beiden Gesammtcharaktere 

R4l, R753 und N4l, R75, 


25* 
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welche den Formen % zukommen müssen. Es ist also 
= 0a" oder ef, Zoo, v=ß 
und 
= ar k=0,1,2,...9) 
Um dagegen die Formen y zu erhalten, welche durch f(55) dar- 
stellbar sind, hat man den Gesammtcharakter von Y3.55 (mod. ©), d.h. R41, 
N73 zu multiplieiren das eine Mal mit R41, R73, das andere Mal mit N41, 
R73, wodurch man die Gesammtcharaktere 


R4l, N73 oder N41, N73 
bekommt, so dass 


= at! oder a* N, y? — +? 
ist und 
—_ art" (k=0,1,2,...8), 


Dritter Theil. 

Es soll nun die Anzahl der Klassen eines jeden ternären Nullge- 
schlechts für ungerade positive Invarianten (2, 4A ermittelt werden. Dabei 
bediene ich mich einer von Eisenstein angegebenen Methode *), um aus den 
Klassenanzahlen der Nullgeschlechter der Invarianten 2, A die Kiassen- 
anzahlen der zu den Imvarianten 42, Ap’ gehörenden Nullgeschlechter zu 
bereehnen, wo p hier wie überall im Folgenden eine ungerade Primzahl 
bedeutet. Durch suecessive Wiederholung dieses Verfahrens wird es dann 
möglich sein, von den Resultaten des ersten Theils ausgehend die Klassen- 
anzahl jedes Nullgeschlechtes für beliebige positive ungerade Invarianten zu 
erhalten. 

). Zunächst gilt der Satz: 

Jede primitive Nullform der Invarianten (2, Ap' kann aus einer pri- 
miliven Nullform der Invarianten (2, AI durch eine Substitution der Deter- 
minante p abgeleitet werden. 

Derselbe ist bewiesen, sobald es der folgende speciellere ist: 


a, a, ON 


0.br br) der Invarianten (2, Ap’ kann durch 


Jede primitive Form ( 
eine der Substitutionen 


(A) z=mp, z=p, € =y; 


B) z=p, ©=y, z=uy+py' 


=) Monatsberieht der Berl. Akad. vom Juni 1852. 





CE 
Tr g 
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! 


! 
B.. b 


orössten gemeinschaftlichen Theiler p’ haben, die Coefficienten der Adjun- 


A 
. Yr a ’ » . Y .s. . 
in eine Nullform (,' ) transformirt werden, deren Üoeffieienten den 
1 b 
1? l 


ojrten dagegen den grössten gemeinschaftlichen Theiler £2p". 


; u Es a. 2 
Denn die Form Re y' e; ist alsdann primitiv, hat die Inva- 
19 1? ) 
rianten Q, A und geht durch die Substitution 
y 2 y=z, y=pe’ oder y=-z, y=-pe, Y=--ur+z 
! 
i ö  , .) 1 
jeder er )er. 
wieder ın sr ge 


Im Folgenden soll zur Abkürzung der Exponent der höchsten in 
einer- Zahl m aufgehenden Potenz einer Primzahl p mit m, oder, wenn 
kein Missverständniss zu befürchten ist, einfach mit m und mp” " mit m, 
bezeichnet werden. 

Der Beweis des obigen specielleren Satzes ergiebt sieh nun so: 


. 4 Din k N 2 R u ei. 
Durch die Substitutionen (A.) und (B.) erhält man für ä Pain) 
N / “ / pP’ bh, b e b 
bezw. die Ausdrücke 
a, -_ 0 
u p’ 
b' £ h' 5b" 
0. Re und 0» ’u+b 
p p 


und es lässt sich zeigen, dass entweder die erste Form oder, wenn « durch 


b) 


die Congruenz bestimmt wird b’u+b" = 0 mod. p”*', die zweite die Eigen- 
schaft hat, dass ihre Coeffieienten ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, die Coefficienten der adjungirten Formen 


b'n? (hir L h'N\2 ' 
0. ( ) ), pr _ aa! 0. p (bu-+b ) ad 
p | pP 
bb" a'b' 0 .. —b'(b'u-+b") ab! 0 
»i? BE p ’ en 


aber den grössten gemeinschaftlichen Theiler 42 haben. Für Letzteres 
genügt der Nachweis, dass p“ die höchste in diesem grössten gemein- 
schaftlichen Thheiler aufgehende Potenz von p ist. 

Ich unterscheide in Bezug auf die Primzahl p folgende Fälle und 
füge jedesmal die Substitution bei, welche der Forderung genügt. 


1) fia@| = 0. Aus der Gleichung a’b" = 2’Ap’ folgt 6b > 2] ca 
| daher ist b”’-aa = 2. Fuss, 
2.) @I>0, || =0; daher I21=0, |a| >1. | (B.) 


3.) a|>0, bi >0, |2|=0; daher |b"”’—-aa| =. (A.) 
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In den übrigen Fällen sind «a, ib’, I2| sämmtlich > 0; daher 
d’| >00, lal=0. 





(4.) a\=1; daher |2/|=1, |4>0, || >1. (A. 
(d.) a, =2; daher I > |42| = b"’-aa| > 2. (A. 
a, gerade und > 2; |2 <a; daher 
(6.) entweder 2/|=2 b" <2b (A 
oder |2/=21b| <2 5" B. 
a, gerade und >2; (2a; daher | 
7) 325/22 .2+2-|a| >|2]+2; 25’ > al, BU" >|Q2 hie (A. 
ab >12 +1, b"’-aa|=|2.. 
a ungerade und > 2; || gerade; daher ja > 2 und 
(8.) entweder 2) =2b"|< 2b, (A. 
oder |21=2b |<. 2|b"\, lai>12|+2. (B. 
‚ Ars N I). | ir . ahar In!‘ — | 
a, fie ungerade und >2; |@2, ungerade; daher a = ". A 
\ , 3: 


2151 >|2|+2, 2b’ >|2|, b"-aa| = |2.. 


10. Bekanntlich lässt sich jede Substitution der Determinante y 
(mit ganzzahligen Coeffieienten) in die Form ESE’ bringen, wo E eine 
willkürlich zu wählende Substitution der Determinante 1 bedeutet, S eine 
nach Festsetzung von E völlig bestimmte redueirte Substitution der Deter- 
minante p, d. h. eine Substitution der Form 

Ta a 

ı, B DE Bien, DS, RO u) 

Mt, 
und E’ eine ebenfalls bestimmte Substitution der Determinante 1. Hieraus 
und aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass es, um alle primitiven 
Nullklassen der Invarianten (2, Ap’ zu finden, genügt, aus jeder Klasse 
von primitiven Nullformen der Invarianten 2, 4 eine beliebige Forn 
herauszunehmen, auf dieselbe sämmtliche redueirte Substitutionen S anzu- 
wenden, von den erhaltenen Formen diejenigen, welche nicht primitiv sind. 
oder nicht zu den Invarianten 2, Ap’ gehören, zu streichen und von den 
noch übrig gebliebenen nur nicht-äquivalente beizubehalten. 

Anstatt sämmtliche reducirte Substitutionen anzuwenden, kann man 
auch alle Substitutionen 
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anwenden, in welchen 4, w«, v" positiv sind, ihr Produet =p und 4 irgend 
ein vollständiges Restsystem mod. «, 4”, «" beliebige vollständige Rest- 
systeme mod. v'" durchlaufen. 


gleich das End- 


Um die Darstellung zu vereinfachen, gebe ich hier 
resultat der ganzen Untersuchung an und führe die Beweise zum Theil 
synthetisch. 

11. Es seien also 2, 4J irgend welche positive ungerade Zahlen. 
Um ein vollständiges System nieht-äquivalenter Nullformen der Invarianten 
2, A zu erhalten, stelle man 42 und 4 als Produete von Potenzen unter 
sich verschiedener Primzahlen dar, redueire in jeder Potenz den Exponenten 
auf 2 oder 1, je nachdem derselbe gerade oder ungerade ist, und erhalte 
so aus 2 und 4 bezw. 2, und A; es si 2=Q2NS, A 1,1”. Dann 
enthalten 2, und 4, keine kubischen Factoren mehr. Es sei nun P’ der 
orösste quadratische Thheiler von A,, welcher auch in 2, aufgeht und @ 
der grösste quadratische Theiler von 4, welcher zu (2, prim ist, und 
,=P’Q’4,. Endlich sei P’R’ der grösste quadratische Thheiler von 2,, 
welcher zu 4, prim ist, und 2,=P’R’Q2, Dann sind P, Q, R, 4, relativ 
prim, ebenso P, @, R, 2,, und 2,, 4, sind Invarianten, wie sie im ersten 
Theil betrachtet warden; es sei also wie dort 


ia, A=- ILL". 


Die Nullformen der Invarianten (,, 4, wurden im ersten T’heil auf 
die Gestalt redueirt 
0, 4'02'": ” r. a’ 


| “= .: zu 924. 
0. RAR". 0 2 r prim zu © 


Für den gegenwärtigen Zweck ist dieselbe weniger geeignet, und es soll 


d, W; 0 ) 


daher gezeigt werden, dass jede solehe Form in eine andere % pop! 
i ar u 


transformirt werden kann, in welcher 


a = YI’4' b = 912 I) A b" = CHR 


9 
ist und aA” prim zu 2,4,M, wo M irgend eine relative Primzahl zu 22,4, 
ist (d.h. man kann aA” prim zu jeder beliebigen ungeraden Zahl machen). 
Transformirt man nämlich die redueirte Form dureh die Substitution 
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ee u3 


a a, a, 0 . 
«', 1,0 }, so geht sie über in Di p' ns wo a‘, b' die angegebenen Werthe 
1, 0,0 Pe 


haben und wo 
a= NE Hr HOLT, "OLD NH" P). 
Man kann nun zunächst «@ und ? so bestimmen, das 2?’ + ’Q2"P =] 
wird. Dann wird a prim zu O2'2’I, und um a zu 2" prim zu machen. 
muss « so gewählt werden, dass (r+29'2'4«) prim zu 4" ist. Ferner ist 
A’ = NK) B- I (r +29 240) 
= 942 - FA AP- LI (r+2Q RN a), 
woraus man leicht erkennt, dass A” schon prim ist zu@'Q2’44' Soll A 
also zu 42, 4, prim sein, so ist noch 204% — 24" (r+20'2'4a)| prim zu 
2" zu machen. 

Sollen nun ferner a und A” durch den Primfactor p von M nieht 
theilbar sein, so genügt es, die Zahlen a und (0 — .2'4’a) durch p nicht 
theilbar zu machen, weil S2’A’=9-—-12'AN'a ist. Die bisherigen Bedin- 
gungen erlauben aber «@, somit auch a ein vollständiges Restsystem mol. 
durchlaufen zu lassen. In einem solchen System giebt es aber immer ein 
durch p nicht theilbares a, für welches auch (9 —-.2'I4’a) nicht durch p 
theilbar ist. Hieraus folgt das Behauptete leicht. 

Im Folgenden kann und soll daher vorausgesetzt werden, dass aA’ 
prim sei zu 29, und zwar (wie sich später ergeben wird) nicht nur für 
die Formen der Invarianten 2,, 4,, sondern auch für alle daraus abge- 
leiteten. Die Anzahl der verschiedenen Primfactoren von P, @, R sei 
bezw. p, q, tr. 

Man stelle nun ein vollständiges System nicht-äquivalenter Nullformen 


> a, Vd 
0,5," 


2’+t Klassen 


) der Invarianten £2,, 4, auf. Aus jeder derselben ergeben sich 


(& P’R’a, 0 
0, PRD’, PRb 


welche aber in lauter verschiedene Geschlechter gehören; aus jeder der 


) der Inv. (2, 4,, 


letztern wieder 2° Klassen 


a, P’R’e, 0 


0, PQRb’, PRb‘ 


die in ebensoviele Geschlechter zerfallen; aus jeder solehen Klasse eine 


) der Inv. 2, 4Q’, 





he 
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Anzahl von Klassen der Invarianten (2,, 4,, die in 2’ Geschlechter mit je 


2’(0— 0 p) Klassen zerfallen und die im Allgemeinen dureh Formen 
(9 P’R’«a', 0 ) 
0, P’QRD', PRD" 
äsentir :rden, jedoel enn P=0 ( ‘5 oder 15) Tr 
repräsentirt werden, jedoch, wenn (mod. 3 oder 5 oder 15), unteı 
später zu erörternden Umständen durch Formen 
A,, ’PRs, 0 


3 


0ok=5 7 7 > 16 
0, — FQRb, N A k=3 oder 5 oder 15. 


Endlich ergiebt sich aus jeder Klasse der Invarianten 2, 4, eine und nur 
eine Klasse 
WP’R’Sta, 0 


d,, 


u, 
0, P’QRSTD', PRSD/ 


der Invarianten 2, 4, wo k=1 oder 3 oder 5 oder 15. 
a,a,ON 


” u). so findet 
0, b', b 


Bezeichnet man letztere Form wieder kurz mit ( 
man in Bezug auf irgend einen Primfaetor von (2.4 im Allgemeinen 
la | = |2l+1.2'2")—| 4.02" 
also wenn 
. |21=14]| (mod. 2) : la’! = 142], 2bi=|21+17, 
1. 121=0, |2l=1 (mod.2):|«@|=12|+1, 216] =|121+111—1, 
I. I2l=1, |sl=0 (mod. 2):le|=121-1, 20I=121+17+1. 


In den Ausnahmefällen für den Primfaetor 3 oder 5 wird la| um 2 





‚ 21|=|24]—)2'4')+|40" 


l Du } 


grösser, ıb’| um 1 kleiner. 

Analoge Formeln gelten auch für die Formen der vorhergehenden 
Stufen. Zur Vermeidung von Missverständnissen sollen die Endinvarianten 
‘2, 4 in der Folge mit 2,, 4, bezeichnet werden. 


Ed . \ i r a, a, OÖ 
12. Auf eine der im vorigen Artikel betrachteten Formen e jr 5 
. . ‚u 


deren Invarianten 2, 4 Theiler sind von £2,, 4, und in weleher a4” prim 
ist zu (2,4,, soll jetzt eine der oben besprochenen Substitutionen 
0, 0 


A, E 
X, u, oO 
ur 


der Determinante p angewandt werden, um sie in eine primitive Form der 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 3. 26 
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Invarianten 2, 4p’ überzuführen. Die Substitution A=p, W=v"=1, 


= = u" =( ist hierbei auszuschliessen; denn sie würde die Form in 


ap’, a, 0 aa | 
0:5, 419) verwandeln, deren Invarianten sind 2p, 4 oder 2p’, —- 


l 


Es kommen daher nur die folgenden Fälle in Betracht: 
1.) je, @en vl Wem, 
welcher die Form liefert 
ei (er2B" +0", TR 
f 0, b’, (a’A'+b")p/ 
mit der Adjungirten 


0 A', A'p? 
ob — ) ’ 3 . 
2P = A (8-81, B'p’, 0 h 


(2. \=u=1, vV=p =0; WW, W"=0,1,2,... p—1 (mod. p), 
welcher die Form liefert 
PN Aa aa 0 ) 
0, b’p, D’+b’u” 
mit der Adjungirten 


a A A A283" -2B0" HA"), 
w -_- (B— A'u'')p, B'p, 0 


Damit die Formen und w wirklich primitiv seien und die Invarianten 
‘2, Ip’ haben, ist nothwendig und hinreichend, dazs 
für y: 2b, =12l,; 12),.a+2b"2+a'a”),= 0, 
fiir w: (b’+b’u)’—(a+2b'4" a, — I42],. 
13. Zuvörderst ist zu untersuchen, ob die Formen g und w nur 
einem (Geschlecht angehören oder nicht. In Bezug auf die von p ver- 
schiedenen P’rimfaetoren von (24 ist sofort klar, dass die Charaktere diese: 





. =. ü En u a, a, OÖ 
Formen sämmtlich übereinstimmen mit denjenigen von en vo)" Es 
h) B) 
bleiben daher nur die Charaktere (mod. p) zu diseutiren. 
Ist 121 >0, so ist |b| > 0, 1b” —aa'| > 0, ausserdem |a| = 0; daheı 


ala+2b’H +ar4)= (a+b"r), a+2bi’=a (mod. p); 
D--0 
D A’ 
OB) 


also 


Ebenso 
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Ist 14, >0, so ist |B’| >0, !B’— A'A"| > 0, ferner 
A’ (A"—2B’A" —2Bu” + Au”) = (A"— Bu)’ (mod. p); 


A'\=0: daher 





also 
o\ 
(5 2) = - 53 und, wenn g brauchbar, -(5 ) = ( 
Ist y =(), so können |A'\, IP, |B’| nicht ee -0 sein, und 
man kann 4” und «” stets so wählen, dass A’"—2B'4' — 2Bu" + Au” jeden 


beliebigen quadratischen Charakter (mod.p) erhält, ausgenommen, wenn 
er Baal +4" 0 (mod. 3 


also 


'a| =2b|=|2|>0, )b"|>|b|, a=au (mod. 3); 


dann aber ist 
“D DE 
(z) : -(z). 
Also gilt der Satz: 
Die Gesammtheit der Formen y und ıy gehört nur einem Geschlecht 
oder zwei Geschlechtern an, je nachdem 4 durch p theilbar ist oder nicht. 
14. In der Untersuehung der Aequivalenz der Formen und w 
sind drei Fälle zu unterscheiden. Es sind zu vergleichen 1) die Formen 
p unter sich, 2) die Formen w unter sich, 3) die Formen % mit den 
Formen w. Um aber diese Fälle vorerst noch beisammen zu behalten. 
betrachte ich die Formen 
a,a, 0 a,.ah', 0 
2 b'h. vr) und 2 b’, be) 
wo h eine ganze positive Zahl bedeute, und suche eine Substitution (in 
sanzen Zahlen) 


wo 


a, f, 7 4, (Determinante = 1), 
7 7 „ 


@; ) 


welche die erste in die zweite transformirt. Die Transformationsgleichungen 
lauten 


(1) a, = au +aa”+2bha'a+2b'aa, 
(2.) ah’ = aß?-+ ap” +2b'hP"'3+26" 37} 


ai ’ 


! 


3.) 0 = ay'+ay”+2b'hy"y+2b"yy', 
4) 0 = aßy+aß'y'+bhlßy" +yYPB")+b"(By'+yP). 
Bi 6 aya-+aya+b'h(ya'+ay")+b"(ya'+oy), 
6.) 5 = anß+ÄeP'+b'hlaß"+ Ba) +b" (af + Pe). 
26* 


I 
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Aus 7=0 folgt successive 
y=0, P=0, hy"=1; 
also 
ei fe. - Be _ TE a _ E 
ı=l,  =1L, e=y #1 el; 
also ist die Annahme = 0 nur statthaft für = 1, und das System redueirt 
sich dann auf die beiden Gleichungen 
a, a a+ac”+ 2b’a” +2b’«', b\ SER aa +b pP" +b", 
also auf die Congruenzen 
aa” +2b’e +a=a, (mod.26), aa +b" = b) (mod. db"). 
Ist „=>0, so löse ich die Gleichungen zuerst algebraisch und setze 
zu diesem Zweck 
‚2 
y=z, y=»; also V=— 
Dann folgt aus (3.), (4.), (2.): 
2bhy" = -ar —2b"z.— al, 
0 = (ar —a4)P+2(b z+a1)zP'+2b'hr’P", 
ıB = x(P'+h), 
und wenn man P' aus den beiden letzten Gleichungen eliminirt: 
0 = (ar +2b" + a)PF2(b"z+ aM) zh+2b'hrR?", 
woraus 
by -rP) = Foiztat)z; 
ausserdem ist 
2b (Py'—yP') = +(ar’— ai), 


Bildet man 9(5)—y(6), so erhält man 


bP-by = +tahz(zu — ka) 
und aus (D.) und (1.) 
2b = (a —ai)a+2(b’z+al)za +2b'hr’e, 
2ba = a2°—- a (za — ka)‘, 


und wenn man « aus der drittletzten Gleichung substituirt: 
Zab'hz = (az’+2b" + a )alhza+2(b"z+al)(bP —biy)+2abh’za", 
2ab'h’za = aah'z*— (bP—b,y). 
Die Werthe von z, 4, ? bleiben unbestimmt; die übrigen Mubsti- 
tutionscoefficienten ergeben sich daraus mit Hülfe der entwickelten Glei- 
chungen. Als Substitutionsdeterminante ergiebt sich +1; daher sind nur 


die obern Zeiehen beizubehalten. 
































A. Meyer, zur Theorie der ternären quadratischen Formen. 209 





Es handelt sich jetzt darum, ganzzahlige Substitutionseoeffieienten zu 


erhalten. Ist 4 das grösste in y aufgehende Quadrat, so istr = 2 ein 


Produet aus lauter verschiedenen Primzahlen. Dann wird 


I Be | 
. Zn — . 
rt | % kr de $ ır, 


wo l! und s relativ prim vorausgesetzt werden können und sollen. Ferner 


wird 
y=Kk'r, sy=rkl, 2bhsy' = —(al’s’+2b"ksl+aU)r, 
(B+h)ks= Pl; 2b'hk’s’}" = —(ah’s’ + 2b" ksl + a) +2(b'ks+al)ksh, 
€ | 2Zab'hk’ra = adh'k’r’— (b’B— by k’r)', 
a'hk’sra = a'hklre + s(b'’$ — bi kr), 
2Zabhksra" = — (ak’s’ +26 ksl+ a )ahkre —2(bks+al)(b'P —b, k'r)s 


+2ab'hks‘. 
Untersuchung der Aequivalenz der Formen y. 
15. Um auf die Formen y zu kommen, ist im Vorhergehenden «@ 
durch a’p‘, b" durch bp zu ersetzen, 


a =a+2bi ai”, h=1 5b 


/ 


-(b ak, p 

zu machen. Man erhält dann für die Aequivalenz einer beliebigen Form 
y mit derjenigen Form y, welche der Annahme 4 =0 entspricht, wenn 
y=0 genommen wird, die Congruenzen 

apa” +2b'pae = ai” +2b"4 (mod. 2b), apa +b'p = (b’+ai)p (mod. b)). 


Wählt man das obere Zeichen. so sind dieselben lösbar: denn da nach 


Artikel 12 im vorliegenden Falle in Bezug auf p ist 121 = 2b, also 
a|=|21+141—2|b| und wegen |b”’—-aa| = |2|, |b”\ \b'\, so genügt 


es pa = 4 (mod. 2b,) zu machen. Also gilt der Satz: 


Die Formen y sind sämmtlich äquivalent. 


Untersuchung der Aequivalenz der Formen w. 
16. Da die Annahme 4” = u" = 0) mit der Bedingung 


(b"+ bu”) — (a+2bi)a ,=|2|, 
des Artikels 12 verträglich ist, untersuche ich zunächst die Aequivalenz 
der Formen 

Re OD sa-+2b'X', a’ 0 Bi h 

(0 b'p 0 und \ = . b- pur) = = b’p, p") 
unter der Voraussetzung, dass dieselben dem gleichen Geschlecht angehören, 
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d.h. dass A” und A) = A’ —2B’4"' — 2Bu”+ Aw” denselben quadratischen 
Charakter (mod. p) haben. Die Transformationsformeln ergeben sich aus 
denen des Artikels 14 für A=1, indem 5’ durch b’p ersetzt wird: 

(1) a, = aa +aa”+2bpa'a+2b'ae', 

2.) a = af+aß”+2b pP" A +2" AP, 

3) 0 = ay’+ay” +2b'py"y+2b"yy', 

4) 0= afy+aßyHbpldy +rB")+b" Ay +yP)), 

5) bp = ayataya+bp(ya +ay")+b"(ya+ay)), 

6) db = aufd+aaP+bp(lap"+PBe)+b" (aß + Pe"). 

Wenn «"=0 und |a'|, > |b"|, < |b’|, ist, so lassen sich diese Glei- 

chungen durch die Annahme 7 = 0 lösen; denn die betreffenden Con- 
sruenzen des Artikels 14 redueiren sich für das obere Zeichen auf 


l 


oe = 0 (mod.2), de =0 (mod. bp), ba = bi" (mod. b'p) 


und sind für |a’|), > |b"|, < |b’|, lösbar. 
Ist „=>0, so erhält man aus Artikel 14 für die Substitutionseoeffi- 

eienten die Gleichungen 

AG) y=Kkr, sy =rkl, 2b'ps’y' = —- (ah’s’+2bksl+aT)r, 

(8) k(f+D)=1P, 2b'pk’sf" = — (ak’s’ +26 ksl+aT)P+2(bks+al) Is, 

(9.) 2Zabprka = adrk*—(b'pP--birk’) 
(10.) ark’sa = arkla+s(b'pß — by rk’), 
2abprkse" = —(ak’s®’+2b"ksl+a)arka—2(bks+al)(b’pP—b,rk")s 
| +2ab'pks‘. 


Es handelt sich jetzt darum, die ganzen Zahlen A, I, r, s, $ so zu 


(11.) 


wählen, dass die Substitutionscoefficienten ganzzahlig werden. Zur Ab- 


a 


kürzung heisse ein irreduetibler Bruch — ganzzahlig in Bezug auf eine 


Primzahl » oder (mod. p), wenn der Nenner b den Primfactor p nicht ent- 
hält. Bemerkt man nun, dass nach den Gleichungen (7.), weil / und s 
. . . . 2.» ! 2 . ! BE a . ! & ' 2 R 
relativ prim sind, s’ in a’r, daher s in a, ferner r in y, ys, 2b psy, daheı 
in 2a’bp aufgehen muss, so erkennt man, dass es genügt zu untersuchen. 
ob die Substitutionscoeffieienten ganzzahlig gemacht werden können in 


. 


Bezug auf die Primfaetoren von 224Apk. Es soll nun versucht werden. 


k,l,r,s, #% nach Potenzen der in 2249 aufgehenden Primzahlen un«d 
sodann /, r, s, $ nach Potenzen der übrigen in % aufgehenden Primzahlen 








IS 
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als Moduln durch Congruenzen so zu bestimmen, dass die Substitutions- 
eoeffieienten die genannten Bedingungen erfüllen. 

17. Die Untersuchung ergiebt, dass die Substitutionscoefficienten 

s eI8 ’ 

(mod. p) ganzzahlig gemacht werden können, wenn n,=rp” (Art. 9) in 
jezug auf p einer der folgenden Bedingungen gemäss bestimmt werden kann: 

Wenn 

2 = (0, 

keine Bedingung; wenn 


und 

(1.) 'a'| 2" | <I2|\ 
oder la’| = 12] <21b"| J 

2.) aI>|2| = 2b"): +2a,bur,Rp, +2abır,Rp, 

— 2a,b,r,Rp, 2ab,r,Rp, 


2er; \ X R 
\2ab,r, 2A Rp, —2ab,r,2,A Rp. 


Von den übrigen Fällen (/,=0), wird nur der Fall 2,=2 noch in 
jetracht kommen. Derselbe soll später ausführlicher untersucht werden. 


:+2a,bur, Rp, +2a,bur,2,A Rp, 





Für den gegenwärtigen Zweck genügt es zu zeigen, dass in allen 
oben angeführten Fällen die Bedingung hinreicht 
[4 I ! k ” ! ! [4 \ 
—2a,bır,Rp, r,= abp,, (mod. 2), 
welche immer erfüllt werden kann, indem man —r dem Produet /7 aller 
derjenigen verschiedenen Primzahlen gleichsetzt, welche in 2a’b’p in unge- 
rader Potenz aufgehen. Beim Beweise ist in der Regel folgender Satz in 
Anwendung zu bringen: 
Sind fi, fi} --- fm ganze Functionen mit ganzzahligen Coeffieienten 
der Unbestimmten &,, 2, ... z, (mn), und sind die Congruenzen 


Bene ii ee 


lösbar nach einem Primzahlmodul p, so sind sie es auch nach beliebigen 
. . N x . 
Potenzen von p als Moduln, wenn wenigstens eine der ah Functional- 
L 


determinanten, die sich aus m von den » Colonnen 


Ox, ’ u or, 
of, of, of, 
os, ’ Wu or, ’ 
Ofin Of Ofim 


r “ \ . . ° . ’ 
or, OB, ’ OT, 
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bilden lassen, für wenigstens ein System von Auflösungen der obigen Con- 
gruenzen nicht durch p theilbar ist. 

In folgender Tabelle stelle ich die Werthe zusammen, welche für 
y', und |y' , angenommen werden können oder müssen, um für r= —/I 
lösbare Congruenzen zu erhalten: 


I. |21=0,|2>00der)2=1,14>0:|yl=|labp|, |Y\=|bp|, 


I. |21>1, |21>0, |a|=2b|<|2| : y'= bp+2o, |y' = b’p —|b'|-+0, 


(wo o gleich der kleinern der beiden Zahlen 5b", 14.4 


II. |21>1,|4|>>0, ld =|2<2|b" : v=bp+o, yYı=bp-b"-o, 


. / 
wo für |b’| = |b"| oder |b| > b"| > «a :0=0=2b"|-|a|, 
- - )bi>|ai und |b"i< a oder > |b|:e= a| o=|b"| 
- - Jada|>|b| und 5bj>|b" :o=|4\, o=|b|+|b"— ie 
IV. |2!>1,|4>0, | >|2|=2b"| :y=|bp|+e, |Y'| = |b'p—|b"|+o, 
wo für db = b" :o=la\-2b', o=(, 
- - Ir :o=\a,0o0=|)b"\, 
- . - bi<lbi<2b":oe=|2, o=|b — Ib", 


v. |2l>1|4l>0, |a'| = 28") =|2 
und 5125" = dbp, 


und 5b >2b":y= bp, yY|ı= bp. 


nn 


Da jedoch der Beweis aller dieser Fälle zu viel Raum beanspruchen möchte, 
beschränke ich mich darauf, den Fall II. als Beispiel zu behandeln. 
15. Nimmt man P = 5b’ +0 und setzt 
(b’+bu”),=b, duo = (p’bukutm)ruk,, bup’kus,ta,l, = us, (mod.p”" +), 
so ergeben sich im Falle II. aus der Forderung, dass die Substitutions- 
eoeffieienten (mod. p) ganzzahlig werden sollen, folgende Bedingungen: 
W— App I reop)(m + bp’ ku)r,— 2a,b,u = 0 (mod. p”? """+0), 
(aa,p” k,—m’)(u— bp’ k,)r,+2a,b,m — 0 (mod. pp” *"), 
(wW— 2,4" pP oR)(a,a,p” k,—m’)r,+4a,b,r,mu — (2a,b,)' (mod. p”? +), 
welches System von Congruenzen für A,, m, «a sich mittelst Einführung 
neuer Unbestimmten v®, w, f durch das folgende ersetzen lässt: 
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! ! ( [zZ ( \ y’p| + Ion 

r,mu — 2a,b, = p’(bum—p’v)r,k, (mod. p”? *°°), 
um = pw (mod. p"”), 
Zi 2) pr pn! 
v—b,w = PT” . (mod. 7 


21 N—o a DEREN Be # BER 1 94.1 
(Au Hu+bp "u u = pQA kulw+bu,k,) (mod. pi 70°"), 
aa,k,u + me — p’aa,b, k,, (mod. p""-) 


p; Li 


fi n 2 co rt» A| A—o jr > 0 Z > 1? 
2(b,t+ 2, A w)u = 2a,b,A p’ + pR,A"(w’ — aaık,) 


(21—2|5” 022 1 ih’ ON 
— gr (od, RR), 
Dieses System von sechs Uongruenzen ist (mod. p) lösbar fürr = — IT. 
Ist 5) 44, also o = 5b", so fällt die vorletzte Congruenz weg; k, ist 


beliebig (dureh p nicht theilbar) und kann immer so gewählt werden, dass 
= \ua-p’buh,) =0 ist. Ist 57 >44, also o=1'4, so wird 


22,A"k, = — bu "u (mod. p) 


und, wenn \« =0, wird auch 4, = 4, =0. Wenn dagegen |u' 0, so 
senügt nach Artikel 16 die Annahme y = 0. 

Dass die obigen sechs Congruenzen auch nach den angegebenen 
Moduln lösbar sind, zeigt die Berechnung der Functionaldeterminante. 

19. Es bleibt noch der Fall 2 =2, 9 =0 zu behandeln. Der- 
selbe bedarf einer ausführlicheren Diseussion. Es kann dann noch sein ent- 
weder |a| = |b"|=0 oder d|=2, 'b|=1, b" >1. Es genügt (vergl. 
Art. 11) den letztern Fall zu betrachten. 

Aus den "Transformationsgleichungen (Art. 16) folgt sofort «= —= 0, 


>, 'r.>0. Ferner muss auch y > 0 sein; denn aus y =0 würde 
tolgeen {=0, s = Ar >00 und aus Gleichung (10.): bp? —bik’r = 2: 
daher 44) =1, r =1, k=0, s =1; sodann aus den Gleichungen (7. 


und (8.) für y" und 5”; wenn man b" = b,p setzt: 
ak’s, + 2b,ks.l -r+ al’ — 0, b,ksı+ al () (mod. p). 


woraus bi - aa, = 2,A' = 0 (mod. p), gegen die Voraussetzung. 
Also ist 7 >60, 'y" =0, und aus der Gleichung für y" folgt, dass 
von den vier Zahlen 


2 +28 -'r, 24+28s, bi+krl+s, 2+2/1 


die beiden kleinsten gleich sein müssen. Da 7 >00. so sind nur die beiden 
oO / 


Annahmen zulässig: 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 3. 
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1) ei= leid, ae: PO, 
2) ea =>t HM], 


welche gesondert behandelt werden müssen. 


Erste Annahme. Setzt man 
b, =b,p, b,P =pr(m+b;k,)k, (also , = b,+b,u), 
so erhält man die Bedingungen: 
(ak,s’+ 2b, hust + al’) (m + b,k,)r = 2b,s(b, kus-+ a,l) (mod. p). 
(aa,k, — m’)rl+ 2b,sm = 0 (mod. p), 
(akıs’ + 2b, kusi+ a,!’) (a,a,k, — m’)r’+4b,(b,k,s+a,l)rsm = a,(2b,s)’ (mod. p'). 
Wird 2 > 0 genommen, so redueiren sich diese Congruenzen 
(mod. p) auf: 
m==(, ab;,rk, = 2b,b,, ark, = +2b, (mol. p) 





und sind daher nur dann lösbar, wenn zugleich 5, +b, und +2ab,rRp; d.h, 
entweder «” = 0 (mod.p) und  2ab,rRp, 
oder 2b,+b,u' == 0 (mod. p) und —2ab,rRp. 

Wird 2=0 genommen und a,l-+b,k,s us (mod. p”) 


gesetzt, SO 


lauten die Bedingungen 


(1.) W— 2,A'k))(m-+b,k,)r —2a,b,u = 0 (mod. p), 
(2.) (aa,k, —m’)(u—b,k,)r + 2a,b,m = 0 (mod. p). 
(3.) WW — 2,4") (a,a,k,—m')r’-+4a,b,rmu = (2a,b,) (mod. p‘). 


Die Elimination von m aus (1.) und (3.) giebt 
(4) ru’ = 2a,b,2 + Q,A"rk, (mod. p), 
wo z eine Wurzel der Congruenz ist 
A 3A" (mod.p); d.h. (b— aa,)2’ == b; —aa, (mod. p). 
Somit redueirt sich (1.) auf 
(1.) (m+b,k,)z = u (mod. p). 
Eliminirt man m aus (1) und (2.), so kommt 
2) (2, A) 58 — 2b, h,zu+ u) (u— b,k,)r = 2a,b,s(u— b,k,z) (mod. p), 
und je nachdem man 4, oder a aus (2'.) und (4.) eliminirt: 
(5.) ar = b,| aas+(2,A"+b,b,3)|) 


{ 


a a i “* (mod. p). 
(6) aQ, Ark, = bi,)- aa, +(Q,A"+b,b,3)}) 








en 


h, 


S0 
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Ausserdem ist 
(1) ark,u > b,(b, + b, 3) | 
8) (A"+b,b,3)’—(aa,s)’ = 2,4" (b,+b,2)') 


(mod. p). 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit der 
Congruenzen (1.), (2.), (3.) ist daher 
(A)  abur |aa,s + (£2,A"+b,b,3)! Rp. 

Da die Auflösung aber so beschaffen sein muss, dass |A, = || = 0 
ist, so darf nieht zugleich b, = b, = 0 (mod.p) sein; d.h. es darf nieht 
zugleich |!b’| >1, |u”| >.0 sein. 

Ist 6’; >1, ju”ı=0, so ist #3’ nicht = 1 (mod. p) und die Bedingung 
(A.) lautet: (+ 1)a,d,rRp, und ist hinreichend, da dann 4, = ! =0 wird. 

Ist b’i=1, |w’)>0, so kann „=(0 genommen werden; ebenso 
wenn |b"\ = 1, 2b,+b,u” = 0 (mod. p), d.h. b,+b, =0 (mod. p). 

In den übrigen Fällen (d.h. wenn db" =1, b,+b =0) ist unter 
der Bedingung (A.) die Lösung immer so möglich, dass A, = = wird: 
denn nach Gleichung (7.) kann |k, nur dann —>0 werden, wenn ‚b,+b,3 VÖ, 
was unmöglich, weil daraus 2’ =1, b,+b, = 0 (mod. p) folgen würde. Da 
ferner das Vorzeichen von k, noch beliebig bleibt, kann es immer so ge- 
wählt werden, dass = „—b,k, =0 wird. 

Zweite Annahme. Es sei wieder b, = b,p, ferner A = 1-+o, oe >V0, 
so folgt aus der ersten Gleichung (8.) des Art. 16, dass 7 — 1-+e, und 
aus den Gleichungen (9.) und (10.), dass man setzen kann 

b,? = p'*"(m+b,p’k,)rk,, 


wodurch man die Bedingungen erhält: 


(1.) (2b,p* k,s+ a,D)(m+b,p*k,)rl—2b,s(b,p’k,s+a,l) = 0 (mod. p'*®), 
2.) | riIm—2b,s = (0 (mod. p'*®), 
3.) p'rk,(2a, aybp* kusi+a,a, ’—as’m’) — 2b,sm(rlm—2b,s) = 0 (mod. p’**) 


Mit Hülfe von (2.) redueirt sich (1.) auf 
(1’.) a,b,rl’+ 2b,b,s’ = 0 (mod. p), 
und aus (2.) und (3.) folgt 
rm’ = +2a,b, al = tms (mod.p), 
woraus sich die Bedingungen ergeben: 


(B) b,+b, =0 (mod.p), +2a,bur Rp, 
27® 
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welche hinreichen, da sich die Congruenzen (1.), (2.), (3.) durch das System 





ersetzen lassen: 
rim — 2b,s = p''"us (mod. p’'*), 
alFms =Zpes (mod. p”), 


(ab,p""k,+av tb,i m)rk,+Fbu == 0 (mod. p). 
Die Bedingungen (B.) lassen sich so ausdrücken: 


für 5’ >1 muss sein u“ == 0 (mod. p), +2a,b,r Rp, 


für db’ = 1 muss sein entweder «’ == 0 (mod.p) und —2a,b,r Rp 
oder 2b,+b,u” = VO (mod.p) und 2a,bır Rp. 


Die beiden letzten Fälle (5 = 1) kommen indess nieht in Betracht, da 
für sie die Annahme 7 = 0 genügt. Als Resultat ergiebt sich also: 
Scehliesst man die eben erwähnten Fälle aus. so hat man als noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Substitutionseoeffieienten 
(mod. p) ganzzahlig werden: 
wenn b’ >1, u" >0:+2a,b,rRp oder +2ab\rRp, 
wenn b" —1, «u = DV: abyrlaa,s+(2,A"+b,b,2)!Rp. 
20. Es ergiebt sich ferner, dass die Substitutionscoefficienten in Be- 
zug auf einen von p verschiedenen Primfactor q von 24 ganzzahlig ge- 
macht werden können, wenn r (in Bezug auf q) einer der folgenden Be 


dingungen gemäss bestimmt werden kann: 


Wenn 142 >—0, \di=0:|r b oder 2b’ (mod. 2), 
2 = 0 I#>B:ir b oder ab’ (mod. 2), 
52 > 1 58 
und 
1 alt r b (mod. 2) und +2a,bur,p Rq. 
| "loder |r 2b (mod. 2) und +2a,b,r,p2,A Raq. 
@|= 121<2][5) | ir) |b| (mod. 2) und +2a bur,pRg, 
oder Ja | > 42) = 2b") loder Ir! == |a’b’| (mod. 2) und +2a,b,r,pRgq, 
2a bur,pRg. 
pr Fü a PR H “ oder —2a,b,r,pRgq. 
a|= 2b") = |2]:|r|==|6| (mod. 2) und ’ 
oder —2a b,r,p‘2,A Rq, 
| oder 2a,bur,p+2,A Rq. 











oe. 
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N Auch hier genügt also in allen Fällen die Bedingung 
-2a,bur,pRg, ir|, = ja’b’|, (mod. 2), 
welehe (wie im Art. 17) durch die Annahme r = — // erfüllt wird. Allein 


jetzt muss gezeigt werden, dass die obigen Bedingungen nicht bloss hin- 
reicehend, sondern auch nothwendig sind. Ich beschränke mich wieder dar- 
auf, den letzten Fall als Beispiel für die übrigen zu behandeln. 

21. Es sei also in Bezug auf q 


= 216'|=|2|>0, |41>0, folglich 2)5/=|24\, |b|=|b"|. 
Aus den Gleichungen des Art. 16 folgt sofort |e\=0, || >60, |y v. 
Aber auch |y'| muss > 0 sein; denn aus j7|=0 würde folgen 1) = 0, 
\ s!=|r|+/k|; sodann aus den Gleichungen (10.) und (3.) für « und 7": 
b'pß—b, Frl=la|, |PI ZZ 2Kl+ ir, 2|k+|r| = |b"|, 


und aus den Gleichungen (7.) und (8.) für y’ und 2” würde folgen 


/ 


2 / f \ we a ia 7 e \SeT7 e = 18 la, | 
b, —aa, = 0 (mod. g), gegen die Voraussetzung. Also ist 7) >0, | = 0 


und die Gleichung für y’ zeigt, dass von den vier Zahlen 


'bi+2!si-|r|, 2lksl. |b’Ris!, 20" 


die beiden kleinsten gleich sein müssen, wonach drei Fälle zu unter- 
scheiden sind: 
(1) 2lk+Irl=|b|, Ik] < bl, 


a. 211 —21s!+!Ir| = |b'|--21b’|. ks' br. 


\ / I ‚ | | | 


kl+Hr| <|d/|, As] = |b"l| 


— 


N 


2m 
eo, 


\ 


Man überzeugt sich jedoch leicht, dass die dritte Annahme unstatt- 


haft ist; denn würde man setzen 2/k+|r)= |b|—o, so müsste wegen 
y\=!|rkli—|s| = |b'|—-|b"|-e>0 die Zahl o b’\—|b"| sein, und aus den 
Gleichungen für >" und z” würde folgen b, — aa, = 0 (mod. g*), gegen 


die Voraussetzung. Die beiden übrig bleibenden Annahmen sind gesondert 


zu behandeln. 


Erste Annahme. Es sei bU=|ks|+0, oe. 
Aus der Gleichung für 5" folgt |? b_\, daher sei = g’" pP, und 


zur Abkürzung (b)), = bu. Dann ergeben sich die Bedingungen: 


.) (as + 2b, lg tag )Pı = 2hus,(buh,su + aud,g’) (mod. q' 
2.) g’a, k,lr,a +4 s,(bupP, — bukur,) = 0 mod. gq' 


), 
(ak,s,+ 2b, uushug! + ag )ankur,a + 2s,(b, hust aulug‘) (bupP, — bukor 


2a,b. plus, mod. q 
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wo 
2a,b,pkör,a = a,a,kör, — (b,pP, — bukur,)”. 
Nimmt man 0 =0 und setzt 
bp — bukur, = r,kum, ayl,+b,K,s, = us, (mod. q”), 
so erhält man die Bedingungen in der Form 
(w"— 2, Ak) (m+b,k,)r,—2a,bıpu = 0 (mod. g’ ="), 
(aa,k,— m’) (u—byk,)r,+2a,bpm = (mod. q”), 

(uw — (2,Ak,) (aa,k, — m’)r,+ 4a,b,pr,mu = (2a,b,p) (mod. q”'). 

Diese Congruenzen haben (mod.g) zwei Systeme brauchbarer Lö- 
sungen: 

entweder: na = 2a,b,p+4,A rk; a4, A'r,k, = — 2bubı p. 

bu == (4,A'k,, m=nu—b,k,, 
oder: na = —2abup+ 4A rk; UA'r,k, = 2a,b,p, 
a0, m=—b,k,. 

Für beide wird die Funetionaldeterminante nicht durch g theilbar; 
also sind die Congruenzen nach beliebigen Potenzen von q als Moduln 
lösbar, wenn 

entweder —2ab,r,p(4A"Rq oder 2a,bur,p4,A Rq. 
Nimmt man 0 >0, so folgt aus (1.) und (2.) 


ar,k, = 2b,p (mod. q), 
also die Bedingung 


2ab,r,pRg, 
welche hinreicht, wie man leicht findet, wenn man setzt: 
e=|)b|, bp, = bur,k, (mod. gq”). 
Zweite Annahme. Ks sei 


‚ks| _— Dal +0, 0 je 0: also IP > 





b| -+ 0. 
Setzt man 


RP = 1 ry I, bpP: an q’buruk, = r,h,m, gb, kusı + a,l, = us, (mod. q Be), 


so erhält man Bedingungen, die sieh in der Form schreiben lassen: 
(W— g°I2,A" ki)(m+ g°b,k,)r,— 2a,b,pu 0 (mod. gY'-""!te), 
(g°aa,k,—m’)(u—g’b,k,)ru+ 2a,b,pm == 0 (mod. qg’ *?), 
W— gr, A ki) (gaa),k, — m’)r,+4a,b,pr,mu = (2a,b,p)' (mod. g” ***). 
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oder auch in der Form 


r,mu — 2a,b,,p g’r,k,® mod. g” e), 
(byu+e)u 2A k,(g: buk,t+m) (mod.g”  ""), 
(b,m—v)m g’aa,k,(g:b,k,—u) (mod.g”), 

2, A" m’+ aa,u’—v' q"(2,A"aa,k, (mod. g” ). 


Diese Congruenzen geben, mod.q 

ru = —2a,b,p, == —b,u = b,m. 
Man erhält somit die Bedingung —2a,b,r,pRg, welche hinreicht, wie man 
leicht findet, wenn man o = |b| setzt. 

22. Die Frage, ob die Substitutionscoeffieienten ganzzahlig gemacht 
werden können in Bezug auf Primzahlen, welche in (2.49 nicht aufgehen, 
erledigt sich rasch: 

Zunächst in Bezug auf die Zahl 2 findet man, weil nach Art. 16 s 
in a’ aufgehen, also ungerade sein muss, und wenn man k ungerade macht, 
die Bedingungen: 


wenn r ungerade: a+!l==0 (mod. 2), Pr a+b"+u” (mod. 2), 
wenn r gerade: a+l=-1 (mod.2), P== 2(a+b’+u”+1) (mod. 4), 


welchen immer genügt werden kann. 

Endlich sei £ die höchste in % aufgehende Potenz einer Primzahl, 
welche nicht in 224p aufgeht. Da a,b, r, s keine andern Primfactoren 
enthalten, als solche von 224p, so sind diese Zahlen prim zu f, ebenso 
muss / prim zu f sein, damit y, y, y keinen gemeinschaftlichen T'heiler 
haben. 5 muss durch £ theilbar sein; es sei =f7>, und k= A,f. Damit 
P" (mod. ) ganzzahlig werde, muss sein 

IP, 2k,s (mod. ©): 
und da «, «@', «' dann von selbst ganzzahlig werden, so ist diese Con- 
gruenz die einzige (und immer realisirbare) Bedingung dafür, dass die Sub- 
stitutionscoefficienten (mod, ) ganzzahlig werden. 

23. Aus den Art. 16—22 ergiebt sich, dass die Formen 


a, a, Ö LI a. 0 \ | 
dei b er und & | = br BD" cb'u" ) der Inv. 2, Ip’, 
wenn sie in dasselbe Geschlecht gehören, immer äquivalent sind, ausge- 
uommen den Fall, dass |2|,=2, |4,=0 und (da der Fall a | = |b’| = 0 
ausgeschlossen ist) |«|,=2, |b|,=1, |«"),=0 und |bu”+2b"|, —=1, in 
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welchem es für die Aequivalenz möglich sein muss, r so zu wählen, dass 
es den Bedingungen 
(A.) ab,rjaa,s+((2,A"+b,b,2))Rp; |r,,=0, 
(b’=b,p, b’+b'u” = b,p, A,)z’ = A" (mod. p)) 

und ausserdem den Bedingungen des Art. 20 in Bezug auf die Primzahlen 
g genügt. 

Da das Vorzeichen von z beliebig bleibt, so repräsentirt der Aus- 
druck in (A.) vier Werthe, und da 


(aa, +42,4"+b,b,2)(aa,z —(2,4"—b,b,3) — (2,A4"(b,+b,2)’ (mod. p), 
(42,A"+(b,b, +aa,)z )(2,A"— (b,b, + aa, )3) — aa,(b,+ b,)’ 3’ (mod. p),. 
so sind die obigen Bedingungen durch die Annahme r = — // immer erfüll- 


bar, ausgenommen, wenn zugleich 


—(4,A Rp, —aa,Rp. 





Da ferner 
(2,A"+aa,s+b,b,3)((4,A’+aa,3—b,b,2) — (2, A’aa,(1—z)’' (mod. p), 





so ist in letzterem Fall, wenn p 3 (mod. 4). das Produet links Nichtrest 


von p, daher die Form 
AarBURN,; ee 9 ) 
\ 0 b’p, b,p 


, 


SE nn. ) 
0, b’p, +b,p 


äquivalent, und somit jeder derselben, da dieselben unter sich äquivalent sind. 











stets einer der Formen 








Um endlich, wenn 
p 1 (mod.4), —-4,A’Rp, —aa,Rp, 
iiber die Aequivalenz der vorgelegten Formen zu entscheiden, bilde man 
das Produet 7/7, sämmtlicher unter sich und von p verschiedenen Prim- 
tactoren von 2a’b’, nehme für r successive alle (positiven und negativen 
Theiler von /7,, für welche in Bezug auf jede Primzahl q wenigstens eine 
der bezüglichen Bedingungen des Art. 20 erfüllt ist (was z. B. für r = —// 
eintritt). Haben nicht alle diese r denselben quadratischen Charakter (mod.p). 
so sind die Formen äquivalent, haben diese r aber alle denselben quadra- 


tischen Charakter (also denjenigen von —/T), so sind die Formen äqui- 
valent oder nicht, je nachdem der Ausdruck 
2(42,A’+aa,s+b,b,2) 


quadratischer Rest oder Niehtrest von p ist. 
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24. Sind nun irgend zwei Formen w desselben Geschlechts 


ER a’, Rn A FRE, a’, 0 ) 


0, b’p, b’+b'u” 0, b'p, b"’ +b’u), - 
in Bezug auf ihre Aequivalenz zu untersuchen. so setze man 

ua =, b+rbu =b, VA =", Wu u 
Mann lauten die Formen 


ray 


Gr ME 'y a A 0 
( e ' . und ( | y Ta ! MM} ), 
0, b’p, 6b / 0, bp, b’+b’u / 


wodurch die Sache auf den vorigen Fall zurückgeführt ist. Allerdings kann 
hier der Fall eintreten, dass a, und A, = 2° (b!’—a,a’) nieht mehr prim 
sind zu (24p (a, kann z. B. durch p theilbar werden, wenn |b', = |(2|, = 
ist), jedoch sind die Tafeln der Art. 17 und 20 von diesen Voraussetzungen 
unabhängig. (Man erkennt auch leicht, dass, wo nach den Bedingungen 
dieser Tafeln die quadratischen Charaktere von a, und A/ auftreten, diese 
(‘oeffieienten durch den betreffenden Modul nieht theilbar sein können, da 
sonst die Form nieht primitiv wäre oder nicht die Invarianten (2, Ip’ hätte. 
Hieraus ergiebt sich, dass alle Formen ı, welehe demselben Ge- 
schlecht angehören, einander äquivalent sind, einzig ausgenommen für 
p=1 (mod. 4, |2\,=2, |4|,=0 die Formen des Geschlechts 
= 0), (ir) (2) 
p ‘p p’ Pr?! 
welches (für p > 5) mehr als eine, jedoch nicht mehr als zwei Klassen 
von Formen w enthalten kann. Um Letzteres zu beweisen, bemerke ich. 
dass alle Formen w dieses Geschlechts, in welchen «” denselben Werth 
hat, äquivalent sind, und dass die Aenderung von A” den Charakter ( Ri ) 
nicht ändert, weil = 0 (mod. p), wesswegen man in allen diesen vv den 


ersten Coeffiecienten gleich voraussetzen kann. Es genügt daher nachzu- 
weisen, dass, wenn die Formen 


n—=(t < ’ ) und w=(" m r ) 
= 0, bp, b"-+b’u" a N b’p, b'+b’u' 


! 
a, 


. . a, 0 Es .. . 
mit der Form (0 u) in jenes Geschlecht gehören, ihr aber nicht äqui- 
}) 


b'p, 

valent sind, sie einander äquivalent sein müssen. Setzt man zu diesem 

Zweck 

— aa, € (mod.p), 5"’=b,p, b’+biu” = b,p, b’+b’u, = b,p, b:—aa), = (2,A\ 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 3. ie 
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und bestimmt z,, z;, z durch die Congruenzen 


b+i)»a—_b+e, (+N)sz —b+c, 
b+e)2 = b+c— (2,A, (mod. p), 
so erfordert die vorausgesetzte Nichtäquivalenz nach Artikel 23, dass die 
Ausdrücke 
2(12,4"+(aa,+b,b,)z,) und 2(Q2,A"-+ (aa,+ b,b;)2;) 
beide quadratische Nichtreste von p seien. 
Da aber 
2°112,A’ + (aa, + b,b,)2,}- |(2,A"+ (aa, + b,b,) 2;|- | (2, A, + (aa,+b,b;) 2 
e(1-—-2)+(b,+b2)| (1-23) +(b,+b3))-|e (1-2) +(b,+b;2)' 

2, (e+b)(b»+b,2)+(®+b)b,3;+(b, bb; — c’(b, + b,+ b,))2,}” (mod. p), 

wie sich durch zweimalige Anwendung der Formel 


(e+y)aı + yı) = (art yyı) +Cayı - ya) 
ereiebt, so ist 
2(02,A, + (aa,-+b,b,)z) 
quadratischer Rest von p und daher die Formen w, und w, äquivalent. 
Zu bemerken ist noch, dass für p = 5 die Formen vw jenes Geschlechts 


v, 0 


. r . a, & .. 
nur eine Klasse bilden; denn soll u demselben angehören, so muss 
I 


’p, b 
aa,=+1, bi-aa, = +1 sein; daher b, =0 (mod. 5). 
Endlieh lässt sich zeigen, dass die Formen w des Geschlechts 
v\ a’ W 2, 
rer 
für p >>5 zwei oder eine Klasse repräsentiren, je nachdem die nach Artikel 
20 brauchbaren r alle denselben quadratischen Charakter (mod. p) haben 
oder nicht. Nur der erste Theil der Behauptung bedarf noch des Beweises. 
Zu diesem Zweck bemerke ich, dass die Form o 7 4) eine Form u 
‚bp; 
des betrachteten Geschlechts ist, wenn aa,Rp, b’=b,p=0 (mod. p'). 
Damit dieselbe der Form 
= bp. en, , w b,=b+bu, iu, = 0) 
desselben Geschlechts nicht äquivalent sei, muss nach Artikel 23 sein 


2(2—1)Np, 














ie 
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wo z Wurzel ist der Congruenz 


(b—aa,)» = —aa, oder b,2’ =aa,(3’—1) (mod. p). 
Statt z aus b,. kann man b, aus z berechnen und hat demnach z so zu 
wählen, dass 2(3—1) und 2(z+1) beide Nichtreste von p werden und z 
nicht durch p theilbar; oder, 3-1==w (mod.p) gesetzt: Man hat « so zu 
wählen, dass 2 und 4+2u Nichtreste von p werden und 2» nicht 
——2 (mod.p). Dies ist aber bekanntlich immer möglich, wenn p > 9 Ist. 


Untersuchung der Aequivalenz von Formen y mit Formen wr. 
25. Da die Formen g alle unter sich äquivalent sind, so genügt 


es. die Formen 


a, a'p’, 0 ) ( a, 0 op" . 3 A 
' : . — - Z 1 / / u 
“ b', b' p und 0. h p, b' ) a, Ad ) b, ) -b. 


auf ihre Aequivalenz zu untersuchen unter der Voraussetzung, dass sie in 


dasselbe Geschlecht gehören. (Ist |7|,>0, so kann man ausserdem 
, =u"=( setzen). Die Transformationsgleichungen ergeben sich aus 
denjenigen des Artikels 14, indem man daselbst =p, b) =b'p macht, 


a, mit a vertauscht und 5’ durch 5b} ersetzt. >ie lauten also: 
a= a0 +aa’+2bpa'a+2b)ae, u.s. w. 


Der Coeffieient y kann nicht 0 sein; also ist 


Y — kr. sy - rkl. 2bpsy = — ayl gs -+ 2b, hl j al f 
B'+p)hs= Pl, 2bpk’s’?" = —(a,h’s’+ 2b ksl+a)B+2p(bi'hs+ al) Is, 


Zabp’kra = aap'i’r — (b3 — bpkr)', 
a'pk”rse' = a'pklra + s (b'9 — bplr), 
Zabphsre = — (a,h’s’ + 2b, ksl+ a )aphra — 2 (bi ks+ a N)s(b A — b’ph“r 

-2abpks‘. 
Die Untersuchung, unter welchen Bedingungen die Substitutions- 
covefficienten ganzzahlig gemacht werden können, gestaltet sich derjenigen 
für die Formen ganz ähnlich und führt zu entsprechenden Ergebnissen. 
So z.B. ergeben sich für r (mod. q) Bedingungen, die sich aus denjenigen 
des Artikels 20 einfach dadureh ableiten, dass man in den Produeten, für 
welche daselbst der Charakter Rgq vorgeschrieben wird, überall den Factor p 
weglässt, so dass die jetzigen brauchbaren r (sie mögen für einen Augen- 
bliek r' heissen) zu den früheren in der Beziehung stehen, dass r' —rp 


28 * 
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oder =, je nachdem |r|,=0 oder =1 ist; daher genügt (ausgenommen 
für |2]),=2, |4|,=0) immer die Annahme r= —/T', wo IT das Produet 
aller unter sich verschiedenen Primzahlen bedeutet, welche in 2«b' in 
ungerader Potenz aufgehen. Daraus folgt, dass jede Form einer Form 
y äquivalent ist, ausgenommen den im Artikel 13 und den soeben erwähnten 
Ausnahmefall, auf dessen Behandlung ich mich im Folgenden beschränke. 

26. Ist |2|,=2, |4,=0, also Ja|;=2, |b|,=1, |’, 1 
(Art. 11), so lässt sich zeigen, dass die Form 

. 
a Dei einer der Formen > br. ep, 
(b=b"+buw, W"=0,1,... p-1 (mod. p)) 

äquivalent ist, wenn p>5. Hierfür reicht hin, dass die Substitutions- 
eoeffieienten ganzzahlig gemacht werden können (mod. p), wenn r= —/I 











gesetzt und « pussend gewählt wird. 
Macht man in Bezug auf p 


| | ! b’’ 
kl=0, Is 


Zi ır = 1, P=Fß, bu — p kKr,=r,km, b, = bıp, 





so erhält man die Bedingungen 
(b,ks,+ ayl)’ = (bi -aa,)k’s, (mod. p), 
(aa,A”— m’)r,l+ 2b,s,m — 0 (mod. p), 
(al? s, +2b,ks,l+a,!) (aa, k’—m’)r,+4b,r,s,m(b,ks,+a,l) = a,(2b,s,) (mod. p 
Für die Formen und w ist bezw. 2,A'’=b,, (4A, = bi —aa. 
und da sie demselben Geschlecht angehören müssen, muss (b,—aa,)Ryp 


sein. Es sel 








(eo) 2 = bi—-aa, (mod. p). 








Dann findet man (mod. p) die Auflösung der obigen Congruenzen 
n,2(b,-2)K=+tab, m=+t(b—z)k, al=--(b—z)ks, 
und daher die nothwendige (und hinreichende) Bedingung der Auflösbarkeit 


+a,b,r,2(b,—z)Rp; 





also, wenn r= —/T gesetzt wird (welche Annahme auch der Gleichung 
r;,=1 genügt): 








+ 22(b,—z)Rp. 





Wegen des Doppelzeichens (auch von z) bleibt bloss nachzuweisen, dass 








für p = 1 (mod. 4) und (b),—z)(b,+2)  aa,Rp, uw” so gewählt werden 








N 


in 
m 
nn 


Ö, 


\S 
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kann, dass b’—aa, und 23(b,—z) quadratische Reste von p werden. Setzt 
man zu diesem Zweck 
z(b,-2)= u, also bs  u+b) —aa, (mod. p), 
so erhält man durch Quadriren: 
(2)  (u-aa,) +b(2u-—aa,) 0 (mod. p), 
und wenn |d,|,=0, sind die Congruenzen («.) und (?.) immer zugleich 
lösbar oder nicht lösbar. Da nun 5, zugleich mit «” ein vollständiges 
Restsystem (mod. p) durchläuft, so ist die Aufgabe darauf zurückgeführt, 
so zu bestimmen, dass 24 und 2#«—aa, zugleich (durch p nicht theilbare) 
quadratische Reste von p werden. Dies ist aber bekanntlich immer mög- 
lich, wenn p>5. Ist p == 1 (mod. 8), so kann man 
b"' ' 


= bi, 


) (mod. p 
r / 


machen. 
Ist p=5, aa,R5, so muss b, = 0 (mod. 5) sein und 22(b,—z) wird 
— 2z° (mod. 5), also Nichtrest von 5. Haben nun alle nach Art. 25 
brauchbaren r denselben quadratischen Charakter (mod.5), nämlich den- 
jenigen von — IT, so ist die Erfüllung der gestellten Bedingung unmöglich. 


var ’ a, 25a‘, 0 a, a, 0 
In der That sind dann die Formen ( ) RN wo 
’ £ / 


u A und (0 5b’, 


’ 
b, = 0 (mod.25), nicht äquivalent. Denn soll die Transformation möglich 


sein, so muss in Bezug auf 5 sein |a|=0, || = 2, |yIl=1, wie leicht aus 
den 'Transformationsgleichungen folgt; somit |'k)=0, |r|=1. Ferner muss 
y\ı=0 sein; denn aus |y' >0 würde folgen |! s|=0, und y° wäre 
nicht ganzzahlig (mod. 5). Also ist |U=0, |s|=1. Die oben über |X' 


| 
| 


!, I|r\, |s|, |?) getroffenen Annahmen waren also nothwendig, ebenso die 
daraus resultirenden Bedingungen. 

27. Das Gesammtresultat der Untersuchungen der Art. 13 — 26 über 
die Anzahl der Geschlechter und Klassen, in welche sich die aus der Form 
a,a, © 


a: ur 


varianten 42, Sp’ vertheilen, lässt sich folgendermassen ausdrücken: 


) der Invarianten 2, 4 abgeleiteten Formen y und w der In- 


\ 


Ist |4|,>0, so gehören die Formen p und y zusammen in eine 
Nlasse, 
It 2, =0, 42|,= 0 oder = 2, so repräsentiren die Formen w zwei 


(reschlechter, ausgenommen, wenn p=3, B= B' -A"’+A 0 (mod. 3), 
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in welchem Falle sie nur ein Geschlecht, die Formen p ein anderes reprä- 
sentiren. 


In jedem dieser Geschlechter repräsentiren die Formen g und w zu- 


sammen im Allgemeinen nur eine Klasse. Nur wenn p 1 (mod. 4), 
2, =2 ist, kann das Geschlecht 


l 

f ww a & Dn\ 

GN DI 
zwei Klassen von Formen g und w a und zwar ist dies immer 
dann und nur dann der Fall, wenn die nach Art. 20 brauchbaren positiven 
oder negativen Theiler r von /Z, (Art. 23) alle denselben quadratischen 
Charakter (mod. p) haben. Jede Form g ist dann einer Form w äquiva- 
lent, ausgenommen für p=5, in welchem Falle die Formen g eine und 
die Formen w eine andere Klasse des erwähnten Geschlechts repräsentiren. 

28. Bemerkungen. Da die Formen der Invarianten 2, 4, aus welchen 

die Formen der Imvarianten (2, 4p’ abgeleitet werden (vergl. Art. 11) im 
Coeffieienten a entweder übereinstimmen oder sich doch nur um einen qua- 
(ratischen Faetor unterscheiden, da ferner in allen Bedingungen des Art. 20 
der Coetficient b’ (bezw. b,) gleichmässig auftritt und es daselbst nicht au! 
die Werthe von a und A” selbst, sondern nur auf ihren quadratischen Cha- 
rakter ankommt, da endlich die Zahl 7/7, nur von den Invarianten £2, / 
abhängt, indem sie das Produet aller unser sich und von p verschiedenen 
Primfactoren von 224 ist, so erkennt man, dass alle Klassen gleichen 
(seschlechts der Invarianten 2, 4 zwei Klassen des Geschlechts 


(N _ (a,\ Bi, 92'4' ). (4P (= 20) = " ( O4 :) 


liefern, wenn dies bei einer von ihnen der Fall ei Ist gut die Klassen- 
anzahl in jedem Geschlecht der Imvarianten (2, 4 eine Potenz von 2, so 
ojlt dies auch für die Invarianten 42, Sp" (Art. 29). 
Um von den Invarianten (2, Sp’ zu grösseren Invarianten übergehen 
zu können, ist zu zeigen, dass die erhaltenen Formen der Invarianten 4. 
bloss mit Aenderung des ersten und letzten Coeffieienten so transformirt 
werden können, dass der erste Coeffieient der Form und der dritte Coei- 
fieient der primitiven Adjungirten wieder prim zu (2,4, werden, wenn dies 


| u a, ap’, 0 . 
nicht schon von selbst der Fall ist. Die Form y=(} "} ) mit dei 


0, A, 
Bp, B'p’, 


0, b’, bp 


. ... . . A” 7 .. D rin » . 
primitiven Adjungirten t. ) bedarf jedenfalls der Transformation. 






































1 


U) 





jeden anderen Primfaetor von 4 


A. Meyer, zur Theorie der ternären quadratischen Formen. 


a, a'p’, 0 \ 
m b"’p-+b'k/ 


sunei 0, 4A, A'p®—2Bpk+A'k? 
tiven Adjungirten ( a iz l ph} 


Ersetzt man sie durch die ihr äquivalente ( mit der primi- 


p’ N ) und macht 4 theilbar durch 


alle Primfaetoren von 2,4, mit Ausnahme von p, so ist das Gewünschte 
a+2b'I", a, 0 


0. D'p, pr bw) mit der primitiven Äd- 


oeleistet. Für die Form w = ( 


0, A'’p’, A'—2B’)'—2Bu'+A'u'"”? 


jungirten F=(p. Yu")p, B'p 0 ) lässt sich dasselbe 


dureh folgende Festsetzungen erreichen: Ist | 4], >> 0, so setze man A = u =. 
Ist |4],= 0, aber ||, >> 0, also auch |b',>0, so mache man 4’ und u" 
theilbar durch alle von p verschiedenen Primfactoren von 2,4. Ist I, =0, 
4,=0, so setze man ,=0 und wähle «” wie vorhin, ausgenommen, 
wenn p=3, aa == 1 (mod. 3), in welchem Falle man ab’ 2 (mod. 3 
mache und 4, « theilbar durch alle von 3 verschiedenen Primfaetoren 
von 2,4, 


. . ' n a, a,d 
Sind ferner für die Form ( ) 


Ko pr, z) ie Coefficienten a und A’ prim 
nu 


r_ 0 


zu (2,4,, so kann man sie noch in eine ihr äquivalente ( & 5 MIR 
‚d,b +bh 
transformiren, in welcher |b’+-b’k| = |b'| ist in Bezug auf jeden von 3 ver- 
schiedenen Primfaetor von (2,4. Zu diesem Zwecke mache man 4 theilbar 
durch jeden Primfaetor von 42,4,, für welchen |b’| — |b’| ist, dagegen für 
2,4, wähle man %k so, dass |b"’+b'k! = |b' 
A’—2bk+ AA) = V wird, was immer möglich ist, ausgenommen für » = 3, 
A+A=V (mod. 3), also ai=2b = 2, I=0. 

Endlieh nehme ich an, dass jede Klasse durch eine Form w reprä- 
sentirt werde, wenn eime solche in der Klasse vorhanden ist, was für p>>5 
immer stattfindet. 

29. Um die Richtigkeit der Construction eines vollständigen Systems 
nicht-äquivalenter Nullformen der Invarianten 2,, 4,, wie sie in Art. 11 
angegeben wurde, darzuthun, bedarf es jetzt nur noch des Nachweises, dass 
zwei niecht-äquivalente Formen der Invarianten (2, 4 niemals äquivalente 
ormen der Invarianten (2, 4p’ liefern können oder, was dasselbe ist, dass, 
wenn zwei Formen der Invarianten f£2, /p’ äquivalent sind, es auch die 
Formen f und f, der Invarianten 2, 4 sind, aus denen sie abgeleitet wurden. 


Es seien also 


dad a’ ON ‚a a’'h? () ; 
= — ’ B \ wa » R n 
/ & b’h, b''/? ® \o. b’. pr ) u l oder 5. 
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zwei Formen der Invarianten 22, 4, welche ich auf die im vorigen Artike] 
angegebene Weise präparirt voraussetze. Der Faetor A=3 kommt nicht 
in Betracht; denn er tritt (Art. 13 u. 27) nur auf beim Uebergang von 
2,;,=2, I;=0 ul2,=2, |4,=2, wenn |b",>Ib|,, «=a, (mod. 3 
Die hierbei entstehenden Formen % gehören aber in Geschlechter, welche 
von denjenigen der Formen w verschieden sind; daher gehören auch die 
aus den p abgeleiteten Formen in andere Geschlechter als die aus den v 
abgeleiteten. Es mögen nun entstehen 


2 %- ! 
. u a,ap, Ö re A 
aus der Form f die Formen ir rn) y —( 0. b’hp, br)" 
I 


aus der Form f, die Formen =, si 2 h v = ( re je) 

so Ist zu zeigen, dass, wenn eine der Formen y, w einer der Formen %.. 
, äquivalent ist, es auch f und f, sind. 

I. Es sei  äquivalent mit 9, und gehe in Y, über durch die Sub- 

stitution ($) 

pP, r 

a, Pf, y' 

a, Bf, r" 


dann geht f in fi über durch die aus drei Substitutionen zusammengesetzte 


3 
1.0.0 ig 
1.0, 0 ar 1 . ae 
0, p, O1, 8, 7 10, —,0] = fern, A, z'p 
0 0. 1 77 g"' p zZ 
y j ax Br 3 ? 0, 0. ) a", P ü y' 
En 


) 


und der Beweis ist geleistet, wenn gezeigt wird, dass ? und >" durch » 
theilbar sein müssen. 
Der hier betrachtete Fall kann nur auftreten. wenn 


p=3 oder =5, |k,=0, |2,=2, I4,=0, ld,=2, b,=1 


pP 
ıst, und wenn ausserdem für p=3: 
vi >1l bi>l a=a,=a, (mod. 3) 
und für p=5: | 
au +1, aa,=+1 (mod. 5). 
Aus den Transformationsgleichungen 
a, = au’ + apa” +2b'ha a +2b"pae', u. 8. w. 


folgt für „= 0 auch 
y' Z P Be 0. ß' a 1. 2 y" vu + 1, b\p eu apa +b 3" +b"p, 
und, weil 5’ = db, = 0 (mod.p), auch ?"=0 (mod. p): w. z. b. w 
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Für > 0 ist nach Artikel 14 


) ! fa ! > „ z ) ) „ , ) ) 
y=l'r, sy =rkl, 2b’hs’y" = — (ak’s’ +26" phsl+ a'pl’)r, 
2.2! 


’+M)ks=pl, 2bhhisd" = — (al’s’+ 2b" phsl+ ap) +2(b"pks +a'p’l)Ish, 


Zabhiphra = a,ah'p’h*r’— (b’ 3 — bi plr)‘. 
ahp'Krsa' = a'hp'klre + s(b'’ 3 — b\phr), 
dab hp’ k’s’ra" = —(ahs +2b phsl+a'p!) a'hp’kre—2 bpks+a'pl)(b 9 —b, ph r)s 
+2ab'hp'ks’. 


In Bezug auf p muss sen 2 =0), 9 >90, 7 >Vd. 


| Dr4> 
Aus der Gleichung für « folgt, dass von den drei Zahlen 
5b+2|kl+irl, 4+4ik+2ir|, 2 ba —b,phr 
die beiden kleinern gleich sein müssen, somit r = 1 und 
entweder |k =0, bP—-bplr >53, PB 2, |B"|\>>0, w. z.b. w. 


l 


oder IK >0, U=0, |s=2, |bP—-bipkr =3+|lk, |Pl=2+iKk. 


Ist nämlich |y' = 0, so folgt im ersten Fall 7=0, s =1 und hier- 
aus |#,>0. Im zweiten Fall ergiebt sich aus der Gleichung für «', dass 
s=2, k=1, ?i=35 sein muss, und die Gleichungen für @ und @' geben 
die Gongruenzen 

2a, kır,o+b,%=0, ayhk,lr,a+b,s,ß, = 0 (mod. p). 
woraus 
IB 2hkuss! >0, \P"I>O. 

Ist hingegen |y >60, also 7" =0, so folgt im ersten Fall 
!+1>isi; daher is =0, #" >0. Aus der Gleichung für y" folgt ferner 
im zweiten Fall, dass von den vier Zahlen 2s, 2 As, bist +1, 4+27 die 
zwei kleinsten gleich sein müssen, somit (weil v7 = 1+ 41 — s >0) s =2. 
!=0, woraus dann wie vorhin folgt 

IPs 2hkuso, Z |kl, IP" DO. 

II. Die Frage nach der Aequivalenz von g mit w, oder von w 
mit y, kann nur auftreten für p=5, h=1. Gesetzt, es sei y äquivalent 
mit g, und gehe in g, über dureh die Substitution (S), so geht (Art. 12) 
f in f; über durch die zusammengesetzte Substitution 


m GE 
1,0, 0 u my 
a wi 0, a 
p 


A [zZ A vr A 
I, u ‚P a () 1 


\ 


() 
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deren Coefficienten ganze Zahlen werden, wenn 3 und /’ durch p theil- 
bar sind. 
Aus den "Transformationsgleichungen 
a, = aFa-H aa” +2b'paa + 2b" *aa', 
ap’ — a" + aa °+ 2b’pP"P + 2b "BP, 
Sa +, ,‚'2 Ih! „ 9 ALEF 
0 = ay+tay’+2bpy'y-+2b"yy, 
bp = ep+aa'+b'plap"+Pa)+b"*lap' + Pe") 
folgt sofort, weil auch jetzt wieder 
u Pa ! BT ! _ 1% 2 
2,=2, N=0, lad,=2 d#,=1d5*,=1 
Ist: 
ao = v, PD 


und aus der zweiten und vierten: 


>». 1218 


a +" +26" 0 (mod. p), +" 0 (mod. p’) 


somit 
ap" +b"*H 0 (mod. p?). 
Wäre nun 5° = 0, so hätte man also '?\=1 und 
Fit d, vr ZEV (mod. p), 
woraus 


by"b, —a”a, = (0 (mod. p), 


gegen die Voraussetzung. Also ist 9" >>0, w. z. b. w. 


/ 
Ill. Sind w und w, äquivalent und geht vw in w, über dureh die 
Substitution (S), so geht f in fi über durch eine Substitution 


0 0 
eo aß r 
Ä 0, 1, 0 
0, 1, Ole’, A, > 1 " 
un ER ie Eee m 2 
vol s I »f », p }) p ’ p 


deren Üoeffieienten ganze Zahlen werden, wenn 7 und y’ dureh p theil- 
bar sind. 

Lässt man den Asterisk der Bequemlichkeit wegen fort, so lauten 
die 'Transtormationsgleichungen 


a = aa +aa”+2bhpea+2b'ae, u. 8. w. 


Ist „=0, so ist auch „7 = 0 und der Satz bewiesen. 
It „0 
folgende Gleichungen: 


‚so erhält man nach Art. 14 für die Substitutionsecoeffieienten 
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1. “ yzlir, sy=rkl, 2b hps’y" = —(ah’s’+2b"ksl+a'lr, 
(3 +h)ks = Pl, 2b’hpl”s = — (als + 2b" kl +a I) +2(b"ks+aNhls, 
Zabhpkrae = aahıtr—(b’pp—bk’r), 
ahk'rse = a'hklra +(b'pß—bil®r)s, 
2ab’Wplsra" = — (ah s + 2b" hsl+ a )a'hkre—2(b"ks+ a) (b’pP— by k’r)s 


+2abhpks‘. 


In Bezug auf p sind nun folgende Fälle zu unterscheiden: 
1!) 121=0, I|4/=0 (mod. 2), also |a’|= 0 (nach Art. 11), |h =. 


Wäre 7 =0, so müsste auch 7 =0 sein und umgekehrt. Daraus 
aber würde folgen |/lrs =Ö und aus den Gleichungen für y" und 7": 


als +2b kl a0, b’hs+al=0 (mod.p”*"), 
woraus 
b’—-aa =U (mod. p): 
vegen die Voraussetzung. 
2.) 2 =0, fi=1 (mod.2), also |a|=1, |b"|=0, |hl =. 


/ 
Die Annahme |y' = |y =0 führt zu demselben Widerspruch wie 
vorhin, und da aus 7 >60 folgt 7 > 0, bleibt nur die Annahme zu unter- 
suchen 7 >V®, y\=0, woraw yl=1,ir|i=|si=1, |k| = |1] =0, |ß E 


was zu demselben Widerspruch führt. 
3.) !21=1,|4|=0 (mod. 2) und zwar | 1/2, also la’ = b"| = 'h = 0 


ist zu behandeln wie 1'.). 


4’) In allen übrigen Fällen ist nach Art. 11 ia >00, b" 0: 
e daher «| =0, | >60, 7.>0. Es bleibt zu beweisen, dass auch v\>0 
ist. Aus der Annahme, dass 7|=0 sei, folgt aber 7 =0, s = rk > 0 


und aus der Gleichung für «: b’pß—b, Ar = ah, so dass aus der Glei- 
chung für « hervorgeht, dass von den drei Zahlen 
b|+1+2ikl+irl, Akl+2ir, la’ 
h | die beiden kleineren gleich sein müssen, wonach drei Fälle zu unter- 
scheiden sind: 


s 1.) 2kl+rl=|b|+1<SHa, 
2.) 2k+lr=lai-ib|-1>1la 
3) 2k+ir=4al<|bi+l. 
Der Fall (2.) kann überhaupt nie eintreten; denn nach Artikel 11 
r kann |a’ niemals — 2b +2 werden, weil auch in den daselbst erwähnten 
Ausnahmefällen doch immer |4 gerade und > 2 ist. 


0, * 








Er. 
24 
Bi 
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Ist p > 5, so zeigt die Tafel des Art. 11, dass stets ad <2b' +2 
ist, wesswegen dann nur der letzte Fall in Betracht kommt. Dass derselbe 
nicht eintreten kann, ergiebt sich wieder aus den Gleichungen für 7" und 
7", welche zu der Congruenz führen A’ = 0 (mod. pP! *"). 

It p=5, h=1 oder 5, a =|R2) oder | 2|—1, so ergiebt sich 
im Falle (3.) immer wieder A’=0 (mod. p). 

It p=3 oder 5, A=1, |ad|=|Rl+2, so ist 2|d| = |27|-2, 


2b = 42,4 —2, was im Fall (3.) zu gebrochenem y” führen würde. 

Endlich bleibt noch Fall (1.) zu betrachten, welcher nur zu unter- 
suchen ist, wenn p=5 oder 5, 'h,=0, |2 gerade und 2, 1=2, 
a = .42+2, 2b)=2b5b"|=|f2. Dies gäbe aber einen gebrochenen 


A 


Werth für z. 

Hiermit ist der im Anfang dieses Artikels erwähnte Nachweis ge- 
leistet und der Satz bewiesen: 

In jedem Geschlecht ternärer quadratischer Nullformen von ungerader 
Determinante ist die Klassenanzahl eine Potenz von zwei. 

Nämlich diese Anzahl ist = 2”, wo w«, v’, o die in den Artikeln 
> und 11 angegebene Bedeutung haben. 

30. Die Bereehnung von o stützt sich auf folgende aus Artikel 27 
abgeleitete Regel: 

Es sei in Artikel 11 P=P,P,;, und man sei, mit den Primfactoren 
der Form 4”-+-1 von P beginnend, von den Invarianten (£2,, IQ bereits 
übergegangen zu den Invarianten 2, 4,Q’P.. Steigt man nun weiter auf 
zu den Invarianten 42, AQPip‘, wo p ein Primfactor von P, ist, so erhält 
man im Allgemeinen dieselbe Anzahl von Klassen in jedem Geschlecht 
wie in dem entsprechenden Geschlecht der Invarianten 2, AHQPı; nur 
wenn p = 1 (mod. 4) kann eine Ausnahme stattfinden für die Geschlechter, 


V" 1 war 
IE, (A-EE) 


Um hier zu entscheiden, ob die Klassenanzahl gleich bleibt oder sich ver- 
doppelt, bilde man sämmtliche (positive) Theiler r von 2212 A, tür 
welche in Bezug auf jeden Primfactor der Form 4»-+1 von JS 


tiir welche 


| 
v 


202"4'r oder, wenn r durch diesen Primfaetor theilbar ist, 201,4’ A'r., 


ebenso in Bezug auf jeden Primfactor der Form 42+1 von 22 


2024 r oder 20,2,2" ar). 








Rh 
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endlieh in Bezug auf jeden Primfactor (der Form 42-1) von P, 

202"4'r oder 2022 ar oder 2044’ Ar oder 22'NaAr 
uadratischer Rest ist, wo die quadratischen Charaktere von a und 
iibereinstimmen mit denjenigen von w und #. Je nachdem alle diese r 
denselben quadratischen Charakter (mod. p) haben oder nieht, verdoppelt 
sieh die Klassenanzahl oder bleibt unverändert. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt: Man bilde sämmtliche T'heiler 
r von 22'424” (1 inel.), für welehe in Bezug auf jeden Primfactor 
der Form 4» +1 
von I :r oder, wenn r durch diesen Primfaetor theilbar ist, NL ATr,. 
von 9'.@2':r oder, wenn r durch diesen Primfaetor theilbar ist, 9,2. ar. 
von P,:roder (IQ A'r oder (2I ar 
juadratischer Rest ist. Je nachdem alle diese T'heiler r quadratische lteste 
von p sind oder nicht, findet Verdoppelung der Klassenanzahl statt oder nicht. 
Hieraus ergiebt sich zur Berechnung der Zahl o für ein gegebenes 
Nullgeschlecht der Invarianten (2,, 4, oder, was dasselbe ist, der Invarian- 
ten (2,, 4, (Art. 11) die Regel: 


Es seien 


Pıs Pas +++ Pm Aiejenigen Primfaetoren der Form 42+1 von P, für welche 
92 a" [ 12" wi 
= ) 5)= ist, 
f ei 
0 BA ER hen Primfaetoren der Form 4»+1 von 0=- 014. 


; i i er 2 (I 
s eine relative Primzahl zu ©, für welche ( ) | )( / ) oder 
2 0, N Ö; 
rd" Er ; 
’ ) ı ‘ D » . \ 7 jr 1 \ 7 un) () 
=(5 —)(z) ) (k= ... v'), je nachdem 6, Theiler ist von 9'2 
oder von S', 
r ein (positiver) T'heiler von 20.2.4 ®), 
. . En r . 
r ein solcher Theiler vr, für welchen (- S -1 oder, wenn r durch #, theilbar 


FOR" A'sr 
ä ne it N 
PR Je hdsy... 


" ein solcher Theiler r', für welchen (- )= ki. 
Pk 
Dann bilden sämmtliche Theiler r' eine Gruppe (wenn man das Pro- 


duet zweier durch das grösste darin aufgehende Quadrat dividirt, erhält man 


*) Die Zahl r im ersten Theil hat eine andere Bedeutung und wird hier dureh 
s vertreten. 
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wieder ein r'), ebenso sämmtliche Theiler r” (inel. 1), und es ist 
ER Anzahl aller r’ 
29 ui. MD , — m 
Anzahl aller r 
Ist 2" die Anzahl der unter einander verschiedenen im System der 


' ’ ! 

i r r r \ 1 

Gesammtcharaktere ( ge ei = ) aller Theiler r', so ist o=m-—.n. 
1 2 m 


728 u , Anzahl aller r’ 
Aus Art. 5 folgt aber, dass 27=.= 2". 


——— #). somit gilt 
Anzahl aller r ): 


Oo 
der Satz: 

Die Klassenanzahl eines ternären Nullgeschlechts von ungerader Deter- 
minante ist gleich 

Or’+m, Anzahl aller 
Anzahl aller r 

Beispiel: Jedes Geschlecht von ternären quadratischen Nullformen. 
deren Invarianten Potenzen einer und derselben ungeraden Primzahl p sind. 
enthält nur eine Klasse, ausgenommen, wenn p =1 (mod. 8) ist, das Ge- 


{ F' En 2 
schlecht: (% )=( )= 1. welches zwei Klassen enthält. 
pP pP 


Denn die (seschlechter der Invarianten (1,p), (p, DD), A,p”), (p’, 1 
enthalten nur eine Klasse, ebenso die Nullgeschlechter der Invarianten (p, p). 
(p,p’), (p’, p), ausgenommen den erwähnten Fall, in welehem nämlich v’ = 1. 
«—=(\ ist. Ferner ist für die Invarianten 2, =p’, 4,=p’ nach Art. 11: 
P=p», 02"4"=1, also «=r=0, m=1, wenn p=1 (mod.4) und 


5 f F y \ PB: IrG \ . 7 DWg) 
zugleich 5 ) == (5 ) = 1, sonst = 0; im ersten Fall »=0 oder 1, je nach- 


dem p=1 oder 5 (mod. 8). 


*) Ist 7 die Anzahl aller Primfactoren von 29.24", so ist 2°! die Anzahl aller 
Formen (a, 0, re) und 2° die Anzahl der gleichen oder verschiedenen Gesammtcha- 
raktere in &, und 3, zusammen. Giebt es in &, und 2, im Ganzen 2° Gesammt- 
charaktere, deren einzelne auf die v' Primzahlen 9, bezügliche Charaktere sämmtliel 
positiv sind, so ist o+u' = r, 2r u = 2r tet, 


Zürich, Januar 1883. 
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Ueber Supplementintegrale. 


(Von Herrn W. Heymann in Dresden.) 


In der vorliegenden Abhandlung soll gezeigt werden, dass die Inte- 
eration von linearen nicht redueirten Ditterentialgleichungen 


1.) pay" tet+pytpy = gq 

nicht selten ohne Anwendung der Variation der Constanten geleistet werden 
kann. Ist Y das vollständige Integral der redueirten Gleichung, so lautet 
das complete Integral der nicht redueirten 
y=/+L, 
wo £ eine von wilikürlichen Constanten freie partieuläre Lösung der Ditte- 
rentialgleichung mit zweitem T’heil bedeutet. Indem wir es dahingestellt 
sein lassen, ob sich Y angeben lässt oder nicht, versuchen wir nun für 
vewisse Klassen von Differentialgleichungen eine direete Herleitung von £. 
Der Kürze halber möge die Function I das zu q gehörige Supplementintegral 
der vorgelegten Differentialgleichung heissen; weiter wollen wir annehmen. 
dass die Funetionen p, ganze Funetionen seien, während wir über q erst 

im gegebenen Falle besondere Voraussetzungen machen. 
Bestimmte Vorschriften für die Herleitung des Supplementintegrales 


lassen sich — da wir die Kenntniss der Partieularlösungen der redueirten 
(Gleichung nicht voraussetzen — im Allgemeinen nicht geben. Sehr oft 


führt eine hypothetische Annahme über die Gestalt des Integrales zum 
Ziele, oder es gelingt, die Methode, welche bei der Integration der redu- 
eirten Gleichung in Anwendung kommt, so zu moldifieiren, resp. zu erweitern, 
dass sogleich ein partieuläres Integral für die nieht redueirte Gleichang 
gewonnen wird. 


Lässt sich q als eine Summe von Functionen ausdrücken 


g=gmte+- 
so ıst es bisweilen zweckmässig, die Supplementintegrale &,, &, ... einzeln 
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aufzusuchen, welche der Reihe nach zu q;., @, ... gehören; ihre Summe 
hildet das zu g gehörige Supplementintegral. Ist beispielsweise g eine 
unecht gebrochene Function, so werden wir dieselbe in bekannter Weise 
zerlegen, und wir haben dann die Supplementintegrale für eine ganze 
Funetion und für eine Anzahl von Partialbrüchen zu bilden. 


Wir wenden uns zunächst zu Differentialgleichungen, deren zweiter 

Theil eine ganze Function ist. 
q = Au+ Aıcr+--+A,r“ 

und unterscheiden — was wesentlich ist — ob die Gradzahl der Coeftti- 
eienten p,„ bis p, in Gleichung (1.) die Ordnungszahl der mit ihnen mul- 
tiplieirten Ableitungen y“’ bis y übersteigt oder nicht. 

Der zweite Fall ist der einfachere, denn dann ist unmittelbar klar. 
dass das Supplementintegral im Allgemeinen eine ganze Funetion «u'“ 
(srades 


s 


= +2 H+ +0,20" 


sein wird, deren Coeffieienten sich durch Vergleichung ergeben. 

Eine so einfache Herleitung des Supplementintegrales ist beispielsweise 
möglich für die linearen Gleichungen mit constanten Coeffieienten, für die 
(rleichung 

0 
S(a+be)y)’ = g 


und für die Differentialgleichung der hypergeometrischen Functionen. 

Gleich einfach gestaltet sich die Sache, wenn der Grad der Coetti- 
cienten p, bis p, die Ordnung der mit ihnen multiplieirten Differentialquo- 
tienten nicht übersteigt und zugleich der Grad « von g nicht grösser als 
die Ordnungszahl %k ist. Auf die Beschaffenheit der Coefficienten p,;, bis 
p„ kommt dann nichts an, und das Supplementintegral lautet 

SC = tn ac+ te. 

Der erste Fall lässt sich nicht so leicht erledigen. Uebersteigen die 

(Grradzahlen der Coeffieienten p, bis p, die Ordnungszahlen der mit ihnen 


multiplieirten Ableitungen im Maximum um die Zahl m, so setzen wir das 
Supplementintegral in der Form 


- — z-+0,+ A, -- Re -m 


voraus und führen diesen Ausdruck an Stelle von y in die Gleichung (1. 
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ein. Es entsteht 


P,3" + +p3+8s = g, 

und hierin ist s eine ganze Function «!°" Grades, welche die unbestimmten 
Coeffieienten «, linear enthält. — Hierbei muss jedoch vorausgesetzt werden, 
dass der Grad « von g nicht kleiner ist als der Grad von pi, Wo p, den 
oraduell kleinsten Coefficienten unter denjenigen bedeutet, deren Gradzahl 
die entsprechende Ordnungszahl um m übertrifft. Denn wäre «u kleiner als 
der Grad k--m von p,, mithin 4 > «—m, so würde die 4 und alle höheren 
Ableitungen von 


0A 0G,0-+°' + U rail 


verschwinden und s in Folge dessen nicht bis zum «ten Grade aufsteigen. — 
Die «—m+1 Üoeffiecienten « bestimme man — wenn möglich — so, dass 
die «—m+1 höchsten Potenzen der Function q—s fortfallen. Es bleibt 
dann eine Gleichung 
2.) 92”+.- +3 = r 

zurück, in welcher der Grad der rechten Seite auf den (m —1)!e" herab- 
gesunken ist, und für welche ein Supplementintegral auf anderem Wege 
aufzusuchen ist, wie dies sogleich gezeigt werden soll. 

A.) Es sei vorgelegt die Riccatische Gleichung 


u } 
a N (n Pr u + 
(1.) y"’+azx”y = SA, an 
Wir setzen, falls « — m, 
[77 ng z 
J en 72 0 k' 
und erhalten 
(n) m l " x 
(2 .) Z aux u a B, PR ; 


Der Gleichung (2°) genügt, wenn sie redueirt ist, nach Kummer folgendes 
m-tache Integral x. 


umtr— Aa - er 
nn 
‘Va " m N m-—-1 OR, ) a 
v) => / e 4 ee A Se © 3 a 
m 
(0) 
worin 
m+n &;ü... Un ie 
S= ECe’'", e+a=0, 
i=1 


*) Siehe dieses Journal, XIX. Band. 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 3. 
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und wo die m überflüssigen Constanten an nachstehende m lineare Bedin- 
eungsgleichungen gebunden sind: 

Te =(, G=0,1,...m-1). 
Das Kummersche Integral genügt aber offenbar auch der nicht redueirten 
Gleichung (2°), wenn an Stelle der letzten Bedingungsgleichungen die 
andern: 

7 =D, 
gesetzt werden. Mit Benutzung des Integralausdruckes (3°) können wii 
hierfür auch schreiben 


mrn 


Ik). 2608 nt a 
unter 9(A) das Integral 


u pn + * -+ u, Er 
SL. — e 
NN tk 1 -k+m—?2 k 
3 e r Aue Se 3 TE 3 


(0) 


verstanden. Dasselbe lässt sich durch Gammafunetionen ausdrücken: es ist 


9g ® BR n)e an ) I n+k+ iu iz nn 


mn m+n m+n 
m(2k—m-+1) 
2(m+n) 


> =2 


In der Gleichung 


A) pi tpytpy 4 
mögen die Funetionen p,, p,, p, und q der Reihe nach den Grad 5, 2, | 


und « haben. Dann ist das complete Integral additiv aus einer ganzen 
Funetion («— 1)" Grades und einer Function 3 zusammengesetzt, welche 
letztere der Gleichung 
2’) 23 +p23 +p3 = 
zu genügen hat, in der < eine bestimmte Constante bedeutet. 
Die Gleichung (2’.) lässt sich durch hypergeometrische Funetionen 
integriren, wenn die Coefficienten folgendermassen lauten *). 
P=%%0, p=(b+b)n0; + (b+b)0;0,+ (db, +b.)a,@, 
Po = . (b, I, -+ b; TI, + b; T;), 


wobei 


zz =z2-a und b,+b+b,+r1—-1=0. 


Siehe Zeitschrift für Math. u. Phys., XXIX. Jahrg. 
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& den Ausdruck 


; 7 
a I) Y | nel ' 4 
(3°.) => EC, Ni a ea — du / | 


Denn führt man in jene Gleichun 


ein. so entsteht 


3 
1,3 | Cuwu(u—-e)’") = z, 
1 


C n C,-+ C, Dr 
und diese Bedingungsgleichung beschränkt die Lösung nieht, weil eine der 
willkürlichen Constanten überflüssig war. 
©.) Die Laplacesche Gleichung 


u) 


(1.) EZ, +b0)y® = g. 


Ist qg vom w'°® Grade, so besteht das Supplementintegral aus einer 


ganzen Function («— 1)!" Grades, zu welcher additiv das Supplementinte- 


sral der Gleichung 


2.) Z(a+b,.rı)2" = x 


hinzukommt, unter 2 eine bestimmte Constante verstanden. 
Wir setzen voraus, das Supplementintegral habe dieselbe Form wie 
ein partieuläres Integral der redueirten Gleichung, also 


) 
D, 


‘) ze. £ on ulm-+-xz)/ \A— f N 1 
(3 .) Fe / BE (u—o, rr> u—0,) du, 


wo 4 eine Uonstante bezeichnet und m, «, und ?, dureh die Partialbruch- 
zerlegung 


wi 


Au" +autra, B 
— ——— = m+2 
bnu" + + +b,u+b, 1 U—0) 
bestimmt sind. 
Führen wir den Ausdruck (3°.) statt 3 in die Gleichung (2°.) ein, 


so entsteht 


Va 


b,.[e "+? (u—o,)”"...(u—o,)"]), = 7 
und wählen wir =0, »=«,, so ergiebt sich, falls 7, >0, b, >, 


) 


i= (—1 PH P: 0, a R De :b ’ = Pi. 


Für die aufgestellten Grenzen ist nun (3°.) das gesuchte Supplementintegral 
vorausgesetzt, dass «, kleiner ist als alle diejenigen «, denen ein 7° 0 
als Exponent zukommt. 
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D.) Ist die allgemeinere Gleichung 
0 
(1%) Zıa+bat+o)y®” = g 


vorgelegt, so besteht das Supplementintegral, falls qg vom uten Grade ist. 
aus einer ganzen Funetion («— 2)!" Grades, zu welcher additiv das Supple- 
mentintegral der Gleichung 


@) Zlntbrton)® = mr za 


hinzuzufügen ist. 
Wäre die Gleiehung (2°) redueirt, so würde ihr der Ausdruck 
Us uf du W 


e — (du 
[l 2 


genügen, wobei 
0) 


() 
U,= Zu, Ge 2ı#, 5 
n 


und W das Integral der Gleichung 

U,W"+U,W+U,W = 0 
bedeutet. Denn wird der Ausdruck für z in die Differentialgleichung 
eingeführt, so entsteht auf der linken Seite 


U, 
[EI aW- Wie, 
und das kann unter bestimmten Voraussetzungen durch geeignete Wahl der 
Grenzen annullirt werden. 
Soll die nicht redueirte Gleichung (2) integrirt werden, so haben 
wir nur zu verlangen, dass der zuletzt aufgeschriebene Ausdruck identisch 
werde mit %,+%,, d. h., dass 


ur 2 du A 
 WL 4, 


U 
u; ucH / 5 du alla F 
Le W ® “ 7/0, [e 


Wählen wir «, = 0 und, wenn möglich, «, so, dass die linken Seiten dieser 


Gleichungen verschwinden; berücksichtigen wir auch, dass W die Gestalt 
W = Sf wW)+S:f.(u) 
besitzt, so gelangen wir zu folgenden Gleichungen 


ed ı/ 4 a fn u 
SWL W) = me" |, 
fü u= 0). 

- — du 
Ss, fı(w)+ S;,f(w) Bein, — e .0uU 











st. 
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Dieselben lassen sich mit Hülfe der willkürlichen Constanten ©, und ©, 
befriedigen, und zwar ergiebt sich 


= (HEN FALN):e, = (nf V+MN): 0, 


wo o eine Uonstante vorstellt, die durch die Abelsche Formel 


.l 
114 2) x + \ N x -/ r 22 
f(a)f(a)-fRW)fi(au) = ve" 

bestimmt ist. Bezüglich der Wahl von «, ist zu beachten, dass 


U, 

uxH — du 

7) J l > zn uf 
e agiz e 


m+ 'n 


au—a,)"...(u—a,) 
ein Ausdruck ist, welcher für «= «, verschwindet, wenn /,, respective 
dessen reeller Theil positiv ist. Das Supplementintegral der Gleiehung (2. 
lautet sonach 
I 5 = FA ey — a, )...(u— 0 arte f + Sf, (u)| du, 
I) - 1) ! ‚—ıfı\ 2 f2\®, 


C n, / 
n 
0) 


vorausgesetzt, dass dieser Ausdruck für die ermittelten Grenzen einen 
Sinn hat. 

Eine Differentialgleichung, für welche die Rechnung ohne Schwierig- 
keit durchgeführt werden kann, weil insbesondere W leicht zu ermitteln 
ist, würde folgende sein 


23 +(a+b,2)2 ++ bc +0,20”) = +22. 


Es erübrigt, auch eine Bemerkung zu nicht redueirten simultanen 
(rleichungen zu machen. 

Vorgelegt sei ein System von » linearen nicht redueirten simultanen 
Gleichungen beliebiger Ordnung; die Coetficienten mögen ganze Functionen 
sein, desgleichen die rechten Seiten g, bis q.. 

Uebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten nieht die Ordnungs- 
zahlen der mit ihnen multiplieirten Ableitungen, so sind sämmtliche » Supple- 
mentintegrale &, bis £, ganze Funetionen, und ihr Grad ist im Allgemeinen 
gleich dem des graduell grössten g. Das complete Integralsystem lautet 

Yy = rt hr nr 
unter 3, die Integrale der redueirten Gleichungen verstanden. Beispiele 
hierzu liefern die linearen Gleichungen mit constanten Üoefficienten. 

Uebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten die Ordnungszahlen 
der zugehörigen Ableitungen, so setzen sich die Supplementintegrale {, im 
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Allgemeinen additiv 





aus ganzen Funetionen und gewissen anderen Func- 
tionen zusammen, welche letztere Supplementintegrale eines Systems sind. 
das sich von dem ursprünglichen nur in den rechten Seiten unterscheidet. 


NY 


Aber die neuen rechten Seiten enthalten linear die Coeffieienten der zu den 
Supplementintegralen ©, gehörigen ganzer Functionen, und über diese Coct- 


fieienten werden wir im Allgemeinen so verfügen können, dass der Gral 





jener Seiten herabgedrückt wird. 





Wir wenden uns schliesslich zur Ableitung des Supplementintegrales. 




















wenn die rechte Seite g der vorgelegten Differentialgleichung irgend welche 
Function bedeutet, und betrachten im Speciellen 

A.) die Differentialgleichung der hypergeometrischen Funetionen z' 
Ordnung, 

B.) die Laplacesche Gleichung. 

A.) PRISON von 

. in rffAk—1 ER Zi o 0 
yla)y” + z RR (( Are ")y (2) 7 u >) |y® =q 

In dieser Differentialgleichung *) bedeuten 
v(z) 5 5 
px) Bi a 
Es führen zwei Wege zum Ziele: 
1.) Wir setzen das Supplementintegral in der Gestalt 


= f. (ua— 2) "Udu 


u, 


p(x) = 11 (2—a,), 


Mm 


voraus und erhalten nach Einführung desselben 


(u-a)""Uyp(u)|.- RC - ey)" = (Uy(u)] — Uw w)) du = g:0, 


u; 


wo o eine constante Zahl ist, die in g eingehen möge. 























Lassen sich die Grenzen «a, und a, so bestimmen, dass 
(u-a)"Uy(u),. = 0, 


wobei U aus der Differentialgleichung 


5 [Uy(u)]— Uw(a) = Fu) 











*) Ueber die redueirte Gleichung vergl. die Arbeit von Hrn. Pochhammer im 
tl. Bande dieses Journals. 








[ Su)| aa)” Uy(u)), / (u— x)" | 
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folet und F(a) durch die Functionalgleichung 


/ (u — 2) "Flu)du q 


vegeben ist, so haben wir die vorgelegte Differentialgleichung beiriedigt 
)as Supplementintegral lautet dann 


De 


. be ®,, , NA L, r ‚ ; ar, ! 
(e.) 6= / (u 2) % u) 3 (u) F (u) du, du, 


worin 


a N bj | de u 
v(u)= (u—d,) .. Ilu u—d 
Z\U) | 

| Bis 


und «, eine Grenze ist, für welche das Integral verschwindet. 
2.) Wir setzen € in Form eines Doppelintegrales 


C = / 1S a) (u—r) Uduldu 


voraus; dann entsteht, wie sich unmittelbar aus der vorigen Entwickelung 
ablesen lässt, 
d 


1 hy ® 
Fi Uya)—Uw(u dujdu = g:o. 


Bestimmen wir U so. dass 


in UrWI- Ur) = 0, 
und =, so, dass 
(w—-z)"Ugy(u . 
dann bleibt zurück 
/ (w-a)' "S(u)Uy(u)du = q. 


u, 


Setzen wir endlich 

S(u)Uy(u) = F(u), 
so wird F(a), abgesehen vom Vorzeichen, die frühere Bedeutung haben. 
und es wird sonach S(w) bekannt sein. Nun lautet das Supplementintegral 


bb.) = /"[9 (u) F (uw) "u — 1)" y (u) du| du, 


und hierin bedeuten 9 und x die früher angegebenen Producte. 
B.) Supplementintegral von 


0 
S(a+b,2)y" = 
n 
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Auch hier kann das Supplementintegral auf doppeltem Wege abge- 
leitet werden, und der Vorgang ist analog wie bei der vorigen Untersuchung. 

Die beiden Formen, in denen wir das Supplementintegral voraus- 
setzen, sind 


Au "Us de < Us 1777 R 5 
5; e'"Vdu respect. 5 |Sw/ e“"Vdu \du, 


u 
l 


und es ergiebt sich dem entsprechend 


(a) C= Serra "I(u)F(u) du, du, 


respect. 


By =32 / 5. [9 (u) Fu) f "grtntz) ı%) du | du. 


4 Un 


Hierin bedeuten 
n ß En n —/ß 
(u) = H'u-a)" ,„ Hu) = Mu-a,) "*, 
1 1 
und m, «, und P, sind durch 


a,u"+ + Hau+ta ” | 
n Lem Ta m+S Be 
bu" + + +bu+b, T u—a, 
gegeben. Die Grenzen z, und z,, sowie die Function F(w) sind, von einem 
eonstanten Factor abgesehen, durch die Funetionalgleichung 


/ "er Flu)du =q 


u, 


bestimmt. 
Plauen i. V., März 1884. 
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Ueber eine Transformation bei linearen simultanen 


Differentialgleichungen. 


(Von Herrn W. Heymann in Dresden. ) 


n 
Ein System von Differentialgleichungen 
(1.) Fy+Zfi Y, = 0 ,k=1,2,...n), 


in welchem die f, und F ganze Functionen von x bedeuten, kann im 
Allgemeinen so transformirt werden, dass jede Gleiehung durch einen linearen 
Factor (e—e,) theilbar wird. — Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass 
F mindestens » von einander verschiedene lineare Faetoren besitzt, dass also 
F= f(z-&)(2-8)...(2—8,), 

wo f eine Constante oder eine ganze Function vorstellt. 

Um die Transformation vorzunehmen, führe man in das System (1.) 
die linearen Substitutionen 


(2.) y; = 2 0,3; 
/ 
ein; dann entsteht 
(3) F.Za,3,+Zfıy = 0. 


Bestimmt man hieraus die Ableitungen z, bis z,. so erhält man » Glei- 


chungen 

(4) D.F.2+ A, 3 fu + A: Efayı + + Au Efayı = 0. 

1 1 
in denen 
D = - A, (1,4 I, 2, n) 

und A, die Adjunete von a, ist. 

Ordnet man in den Gleichungen (4.) nach den Variabeln y, bis y,, 
so entsteht 

8.) D.F.2 +, 2A fı tn ZA; ft +yFA;f. = 0 @i=u2%.. m, 
Wenn man nun verlangt, dass die erste dieser Gleichungen durch 2—:,. 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 3. >l 
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die zweite durch 2-8, die ö° durch ze, u. s. f. theilbar sei, so ergeben 
sich » Systeme von je » Bedingungsgleichungen, von denen das it System 
folgendermassen lautet 


Ba = Ba, RE 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der »’ Subdeterminanten 
A,, bis A,. bestimmen, vorausgesetzt, dass die Determinante 


E- If! (,k=1,2,...n) 


für e=e,i=]1, 2,... nn verschwindet. — Man kann aber, wie sogleich 
gezeigt werden soll, das System (1.) von vornherein so transformiren, dass 
(diese Voraussetzung stattfindet. 

Hat man nun für A, bis A,, die entsprechenden proportionalen Aus- 
drücke berechnet, so gewinnt man auch für die Elemente a, proportionale 


Ausdrücke, indem man von dem Determinantensatze Gebrauch macht: 
d;; = A, r- 


unter A,, die Adjunete von A, in Bezug auf das System I+ A,, A. 
verstanden. 
Um es endlich zu erreichen, dass für das System (1.) die Bedin- 
gungen 
V(e,) = 0) G-1,2, 
erfüllt sind, setze man, bevor die linearen Substitutionen verwendet werden. 
I dx 


So er 5° l 
6.) Me Nks 
wo G eine ganze Function (» — 1)!"r Grades 


G= gtrge+g2°+-+g,_,dc” 
bedeutet *). Das System (1.) geht über in 
4a rd » ae u: 2 > 4 ae ni 
(A u F.n; + fun + fen ++ fu. (Q@ T Nr Een 5 fin Un u V 


und in diesem ist 
5 


: u‘ = ne 
} nee IG0, + fix! (5, ur De 6 


Berechnet man jetzt aus der Gleichung 
rise) = DO, 


\ ) 


einen Werth für @(&,), so hat man zufolge der Bedeutung dieser Grösse n 


\ 


lineare Gleichungen von der Form 


*) Ueber diese Transformation vergl. die Abhandl. des Verfassers in der Zeit 
schrift f. Math. u. Phys. XXVII. Jahrg., 6. Heft. 
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a) rate tt = 6), 
aus denen die Coefficienten g, bis g,_, gefunden werden können. — Wesent- 
liche Voraussetzung ist hierbei, dass sämmtliche Werthe & von einander 
verschieden sind. 

Da die Gleichung Y(&) = 0 im Allgemeinen » Werthe für @(e 
liefert, und jedes dieser @ die rechte Seite von jeder der Gleichungen (7.) 


) 


', 


sein kann, so darf man eben diese Seiten indem man alle Werthe von 
@ in Rechnung zieht, den Index von & aber ungeändert lässt — variiren 


und zwar in der „!n Klasse mit Wiederholung. Da bei einer solehen 
Variation »” verschiedene Formen möglich sind, so giebt es »" Gleichungs- 
systeme (7.), die sich in den rechten Seiten unterscheiden; es giebt «daher 
auch »” verschiedene Substitutionen der Form 


y, = € .r 
die das ursprüngliche System simultaner Differentialgleichungen in ein 
solches überführen, dessen Coeffiecientendeterminante V für » vorgeschriebene 
Werthe von x verschwindet. 
Wendet man die angeführte Transformation auf die Gleiehunge: 


B .5 ‚dy, 7 Ä 
2-8) 8), ++ b,a)yt+(co+da)y V, 
, dy, 


u : x . a \ 
(2—-8&)(2 —&) ++ b,2)y,+(o+d,x)y 0) 


dx 


an. so vereinfachen sich diese zu 


en ER 
(2—-&) +9 3:+Pı2 = 0, 
h ’ a: 
x 2, . BR 
(2—E,) +03, +2 = UV 
\ ’ de 


und können alsdann durch die hypergeometrische Reihe integrirt werden. 


Dresden. Juni 1884. 





Ueber die constanten Factoren der Thetareihen. 
(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


In den Fundamenta nova definirt Jacobi die T'hetafunctionen durch 
unendliche Producte, leitet aus dieser Darstellung ihre Periodieitätseigen- 
schaften ab, und entwickelt sie mit Hülfe deren in unendliche Reihen. Die 
Coetfieienten derselben erhält er auf diesem Wege nur bis auf einen ge- 
meinsamen Factor genau. Die Bestimmung dieses Factors aber erfordert 
einen besonderen Kunstgriff. (Determinatio ipsius A artificia partieularia 
poseit. $ 63.) Derselbe besteht darin, dass er einen Ausdruck herstellt, der 
sich nicht ändert, wenn q durch g’ ersetzt wird, und daraus schliesst, dass 
er von q unabhängig ist. Einer ähnlichen Schwierigkeit begegnet Jacobi 
in der Vorlesung, in welcher er die Theorie der elliptischen Funetionen 
aus der Theorie der T'hetareihen abgeleitet hat (Ges. Werke, Bd. I, S. 516). 
und hebt sie hier durch Bildung eines Ausdrucks, der beim Uebergange 
von q zu g* ungeändert bleibt. Setzt man 


= ee 
n 


\ \ 
\ \ 


e“ 
(1.) III — N pRritertedat hr) Hirten tn)? 
u, u 


und dann (nach der von der Jacobischen abweichenden Bezeichnung des 


lo), %=s[)] 


so ergiebt sich die Bestimmung jener Constanten aus der Formel 


(3.) 9, = T vz F, F;, 


Herrn Weierstrass) 


a) ie‘ 9-30]. u, 


wo zur Abkürzung 9,= 9,(0) gesetzt ist. Diese Formel folgt also nicht 
daraus allein, dass die Thetafunetionen im Endlichen überall holomorph 


sind und den Gleichungen 


4) s[]e+D=--V3],]o, HL.le+9 = -Meremal,|e 








ch 


bi 


N 
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genügen, sondern aus der speciellen Reihenform (1.), und sie dient zur Er- 
mittlung des bei jener Definition unbestimmt bleibenden, von » unab- 
hängigen Factors. 
Setzt man für irgend eine Charakteristik 
oo . d#(e) 
(2) — 4ni ui / 


—— Io), 

oo’ oT ( r 

so ergiebt sieh aus den Gleichungen (4.), dass diese Function dieselben 

Eigenschaften hat wie $(o). Sie kann sich folglich von dieser nur durch 
einen von e unabhängigen Faetor unterscheiden und demnach ist 

oo . oUF(v) 

D _ Ami > / 


or’ oT 


= 00 (©). 


Für die specielle durch die Reihe (1.) definirte Funetion ist bekanntlich 
e=0. Fügt man also zu den Bedingungen (4.) noch die partielle Diffe- 
rentialgleichung 


Fe 

et 04 .ou 

(9.) — — Ani-— = (, 
ov oT 


so ist dadurch die 'T'hetafunetion bis auf einen numerischen Factor genau 
bestimmt. (Vgl. Clebsch und Gordan, Abelsche Funetionen $ 90.) Anstatt 
also, wie Jacobi, zum Beweise der Gleichung (3.) die Reihe (1.) zu be- 
nutzen, kann man dazu auch die partielle Differentialgleichung (5.) ver- 
wenden. Diesen Weg, den zuerst Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen 
über die elliptischen Funetionen eingeschlagen hat, werde ich im Folgenden 
benutzen. Nachdem ich in $ 1 zwei von der Deduetion des Herrn Weier- 
sirass nur wenig abweichende Beweise jener Formel entwickelt habe, wende 
ich in den folgenden Paragraphen die nämliche Methode an, um für T'heta- 
funetionen von zwei und drei Variabeln und allgemein für hyperelliptische 
T'hetafunetionen die analogen Formeln zu beweisen. Dabei bediene ich 
mich der Bezeichnungen, die ich in meiner Arbeit Ueber das Additions- 
!heorem der Thetafunctionen mehrerer Variabeln (dieses Journal Bd. 89) ent- 
wickelt habe. Ich werde dieselbe im Folgenden mit T. eitiren. Sind 

P = (Ne) Bel) 

0 ? Bsp? 
zwei Charakteristiken, so ist die Funetion 
2ni 3 (vo) +4u,)(n. + %V,) Hin ZI T,aCH, t4v,)(ns+4V;) 


(6) [Ale ) = Ze aß 


My, 


genau dadurch bestimmt, dass sie 


bis auf einen von e unabhängigen Factor 
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im Endlichen überall holomorph ist, und für jede Charakteristik B deı 
Gleichung 


4 


— ını Fvov)— in FTuaVavı 


(7)  3[Al(e+2B) = (A,B)e 2. 9A] e) 


genügt. >Metzt man 
o%F(v) 
or(e) 


D,I(v) = 


so genügt die Reihe (6.) den partiellen Differentialgleichungen 


Q\ . 00 . 6% 
(8)  D}IS- Ani 5. 0, DA - Bi —- 0, 
u@ oT,„;5 


während man aus den Relationen (7.) nur schliessen kann, dass die Aus- 
drücke auf den linken Seiten dieser Gleichungen den nämlichen Relationen 
genügen. 

Ist v» = og (mod. 4) und v — 20+2, so giebt es Fundamentalsystem« 
von 20+2 UCharakteristiken, welche » ungerade und 20+2—-r gerade ent- 
halten (T. $5). Speeiell giebt es daher Fundamentalsysteme von o un- 
geraden und eg+2 geraden Charakteristiken. Ist eo < 4, so sind durch die 
o ungeraden Charakteristiken die dazu gehörigen o+2 geraden, und dureh 
die o+2 geraden die dazu gehörigen o ungeraden vollständig bestimnit. 
während dies für 0 >35 nicht mehr der Fall ist. Z.B. sind für oe =4 
zwar die vier ungeraden Charakteristiken durch die sechs geraden mit- 
bestimmt; die vier ungeraden Charakteristiken aber können auf zwei Arten 
dureh sechs gerade zu einem Fundamentalsystem ergänzt werden. >ind 
nun A,, ... A, die og ungeraden und B,, ... B,,, die 9+2 geraden Cha- 
rakteristiken eines Fundamentalsystems, so findet für o=1, 2, 3 die Re- 
lation statt 


(9.) | D; 3[A,]| = +n° 1 ) [B,] (a, 5 I, 2.05 7 2 


Dieselbe Relation gilt für einen beliebigen Werth von o, falls das Funda- 
mentalsystem ein bestimmtes ist und die Parameter 7,, den für die hyper- 
elliptischen Functionen eigenthümlichen Bedingungen genügen. 

Für o=2 ist diese Beziehung von Herrn Rosenhain ohne Beweis 
mitgetheilt worden (Mem. Sav. Etrang. XI.) und seinen Andeutungen naeclı 
durch eine Verallgemeinerung des oben erwähnten Jacobischen Verfahrens 


bewiesen worden. (Vgl. Weber, dieses Journal Bd. 84, 58. 338.) Dass für 


o—=3 eine ähnliche Gleichung existire, war aus der Formel zu vermuthen. 


welehe Herr Weber für das Verhältniss zweier Determinanten von der 
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Form (9.) gefunden hat. (Theorie der Abelschen Functionen vom Ge- 
schlecht 3; 8. 42.) Für die hyperelliptischen T'hetafunetionen ist die obige 
Relation von Herrn Thomae (dieses Journal Bd. 71, S. 218.) aus der "Theorie 
er hyperelliptischen Integrale abgeleitet worden. 


$ 1 
oO zz | 
Ist o=]1. so ist bekanntlich 
(1.) I (v) I, (©) ri F,(®) I v® I »\® )F (© N 


wo e eine Uonstante ist. Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichune 
nach Potenzen von ®, so erhält man durch Vergleichung der Antangs- 


„lieder 
va Ö £ = I By, 


und dureh Vergleichung der Glieder zweiter Ordnung 


rt z ! zZ zZ 2 \ 
a EEE -BINH = CI, +99, 


) 
> 


und daraus dureh Elimination von e 
er ge 


% 
— 
Y 


+: 


ui. 


nn F, 
/ufolge der partiellen Difterentialgleichung (5.) der Einleitung ergiebt sich 


daraus 


dlogd, _ „ dlog%, 
— — “ 
dt ) dr 


und folglich ist 
(3.) VA = EN ITS, 


wo & eine numerische Constante ist. Durch Entwicklung nach Potenzen 
von e'”' und Vergleichung der Anfangsglieder findet man = 1. Zu der 


x 
j 


Gleichung (2.) kann man auch gelangen, indem man von der Formel 


(4.\ I (2 v) = ce I ( v) 9 (® | I) r I / r } 


=», O\ F . >\ 
ausgeht und in den Entwicklungen beider Seiten die Glieder erster und 
dritter Ordnung vergleicht. 


$2. 


+) 


(segeben sei ein System von «+1 wesentlich unabhängigen Cha- 
akteristiken nebst allen ihren wesentlichen Combinationen A, A,. ... A, . 


wo a=2* ist. Dann giebt es ein zweites System von +1 wesentlich 
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unabhängigen Charakteristiken nebst ihren wesentlichen Combinationen 
B, B,, ... B,_,, wo b=2® und «&+ß=2e ist, in der Art, dass zwischen 
je zwei Charakteristiken des ersten und je zwei des andern Systems die 
Beziehung 
(1) (4A, B,B,) = +1 

besteht. Zwei solche vollständige Systeme habe ich adjungirte genannt 
(dieses Journal Bd. 96 5. 94). Einer Formel des Herrn Prym (Unter- 
suchungen über die Riemannsche T'hetaformel, Leipzig 1882; Seite 87) zu- 


folge ist dann 

0) | 2TEBA)ILA]wro) (0) (+) -e) 

7  l= (AB) Z(AB,)$[B,](u+ o')(u-v')(wW+v) (We). 
Ist speciell «= P=e, so ist folglich 

=(BA,)ITA,)(u+e) (u—v) (W +) (wW—e') 

(AB) Z(AB,)I[B,)(u+e)(u—e)(wW+v) (W— v). 
Seien jetzt v, (@e=0, 1,... 2°—1) 2° Systeme von Variabeln. Setzt man 
dann in jener Formel 











I 


3) | 


\ 


! ! 


u=u =, v’=9% 


' 


und bedient sich der Abkürzung 
u, ve) = HKutv)Ilu-v), 

so erhält man 
=(BA,)9|A,]Cu, v,)I[A,](u, v,) = (AB)Z(AB,)9[B,](u, e)$[Bıl(u, v,). 
Nun ist aber die Determinante vom Grade 2° 

=(BA,)3LA]a, v.)I[A,](u, ©,)| (u, ß 
gleich dem Produete der beiden Determinanten 

91 A,](, v.)\\(BA,)I[A,] (u, v3)); 
und mithin ist 

II(BA,).\$[A,](u, 0)” = II(AB,).|\9[B,\(u, v;)|. 
Aus dem Satze, den ich dieses Journal Bd. 96, S. 87 (Formel (2.)) über 
die Anzahl .der ungeraden Charakteristiken eines vollständigen Systems 
entwickelt habe, schliesst man leicht, dass in allen Fällen /7(BA,) = II(AB, 
ist. (Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der letzten Formel selbst, indem 
man in derselben die Parameter 7,; als rein imaginär und die Variabeln 
sämmtlich als reell voraussetzt, weil dann die Werthe der T'hetafunetionen 
alle reell sind.) Demnach ist 
(4.) 3[A,](u, v,)| = +|9[B,)w, 0,)| R=01..22-0. 
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Für e=2 seien A,, A,, A;, B,, B,, B, die sechs ungeraden Charakteristiken 
und A= A, AA, = B,B,B,= B. Dann sind die Bedingungen (1.) erfüllt, 
und mithin gilt die Formel (4.). Setzt man in derselben e,=w, so ver- 
schwinden in beiden Determinanten die Elemente der letzten Colonne, bis 
auf eins, welches gleich 9[A](0) Zu) = I[B](0)(2«) wird, und mithin ist 


FA (u, "a u 3/B u. ® x (0, ß=1,23, 3), 
& ae / — L @)\ P/ 


Vermehrt man a um eine beliebige halbe Periode, so erhält man also 
den Natz: 
Bilden die sechs Charakteristiken A, A,. A. B, B,. B, ein Fundamental- 
system, so ist 
d.) 3TA,](u, 0;) 


P/ 


+ 3[B,\(u, ©, (a, P 0, ı, 2), 


Sind die sechs Charakteristiken eines Fundamentalsystems nicht 
alle ungerade, so sind vier derselben gerade und zwei ungerade. Seien 
B,, B, ungerade, B, A, A, A, gerade. Entwickelt man dann beide Seiten 


der Gleichung (5.) nach Potenzen von e—u, #8, —u, e,—u und vergleicht die 


Coeffieienten *) von (e, —wu)(e, —w"), so erhält man 
IT9{A,].\D,9[A,\u) = +9[B].[B,, B.]. IT9[B,](u) («s-01>, 


wo D,I(au) = Hu) und 
[B, B)) = D,9[B,) (0, ß=1,2) 


gesetzt ist. Die Determinante dritten Grades D,9[A,\(«) will ich die 


Determinante der drei Functionen 9|A,](w) nennen. Durch (I A]\@))' 
dividirt geht sie bekanntlich in die Funetionaldeterminante der beiden 
Am na FA 
| A|(u) | Alu) 


Formel « um irgend eine halbe Periode, so erhält man den Satz: 


(Juotienten über. Vermehrt man in der obieen 
Die Determinante dreier Thetafunctionen eines Fundamentalsystems ist 
bis auf einen constanten Factor gleich dem Producte der drei andern. 
In der Formel 
(6.) 3[A,.|(u), DiI[A,.|(u), DIA) = cHI[B,)(w (a=0, 1, 2) 
seien jetzt A,, A, ungerade, A, B, B,, B, gerade. Setzt man in derselben 
“«=(\), so erhält man 


3[4].[A,, A] = el19[B.). 


*) Der Buchstabe x bedeutet das System der beiden Variabeln «', u” 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 3. 32 
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Ich entwiekle nun beide Seiten jener Gleichung nach Potenzen von « (d.h. 
von « und «') und setze zur Abkürzung 


DI3=uwD,9+u'"D,9, D’I = u”D}9+2uu"D,D,9+ w"”D}4. 
Vernachlässigt man die Glieder von höherer als der zweiten Ordnung, so 
erhält man 





























9[A] +4D°9[A]+-- DD,I{A] +-- DD,9[A] +--- 
DI[A]+-- D,9[A]+4D’D,9[A]+-- _ D,91A,]+3D°D,9[A,]+- 
DI[A]+-- D,9[4.]+3D’D,9[A]+- — D39[4,]+4D’D,I[A]4- 





= clI(9[B,]+4D'I[B,]+--). 
In der Determinante links ziehe ich die Elemente der zweiten und dritten 
Colonne, mit « und «’ multiplieirt, von denen der ersten ab. Dann wird 
z. B. das zweite Element der ersten Colonne, mit Vernachlässigung der 
Glieder von höherer als der zweiten Ordnung, 
D3[A]—-wD,9[A,]—wD,9[A,]) = d. 
Demnach ist jene Determinante gleich 
(9[A)-$D’ILA]+--) 
D,9[A,]+4D’D,9[A,]-+- D,94[A,]+4D’D,9A,]+ 
D,3[4,]+4D°D,9[4,]+-- D,9[4,]+4D’D,9[A]+- 
Dureh Vergleiehung der Glieder zweiter Ordnung in der obigen Formel 
erhält man demnach 
914] D’D,3[A] DIA] r D,3[A,] D’D,9[A,) 
—1D?D,9[A] D:.9[4,]  D,9[A] D’D,9[A;] } 
— D’$[A].[A,, A] = e(9[B,]9[B,] D’9[B]+9[B,]9[B]D’I[B,] 
+3[B]9[B,]D’9[B;)). 
oder wenn man den Werth von e einsetzt und die Zeichen A, B durch 
B,. B, ersetzt, 
ı DD,9[A] D.9[A] D.9LA) D’D.9[A,] ” D,9[A,] D,9[A,] 
|'D’D,9[4] D,9[A]  D,9[A]) D’D,9[A]) |D,9[4] DIA) 
„D’s[B,]. 


er a] 


Beide Seiten dieser Gleichung sind quadratische Funetionen von « und «. 
Da deren Coeffiecienten einzeln übereinstimmen, so bleibt die Gleichung 
richtig, wenn man «”, «u, «"” durch beliebige andere Grössen, z. B. durch 








so 


N 
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dr,., dt, dr, ersetzt. Dann erhält man aber den Differentialgleichungen 
(8.) der Einleitung zufolge 
dlog[A,, A.) = Zdlog9{B,), 


wo 
ou o4 ou 
d4 = — dtuı+- dr. dr,, 
oT oT oT 


gesetzt ist. Durch Integration dieser Gleichung ergiebt sich 
(1) [AyuA]) = en’IT9[B,), 


wo e von den Parametern 7,; 


‚ unabhängig ist. 


+) 


8 3. 
Hyperelliptische Funetionen. 
Bi in A 


‚ ein Fundamentalsystem von 20+2 Charakte- 
ristiken, X die Summe aller ungeraden Charakteristiken desselben und C, 


die Summe von irgend » jener Charakteristiken, so ist KC, gerade, falls 
v=0g+1 (mod. 4) ist, aber ungerade, falls » = o—1 ist. Setzt man für » 
nur Zahlen, die =e+1 (mod. 2) sind, so kann man den Parametern 7,; 
solche Werthe ertheilen, dass stets I[KCQ,] = 0 ist, falls » von oe+1 ver- 
schieden ist, dass aber die Grössen 9[KC,,,] sämmtlich von Null ver- 
schieden sind. 

Die 20+2 UCharakteristiken des gegebenen Fundamentalsystems will 
ich jetzt mit A, A,, ... A,, B, B,, ... B, bezeichnen. Ist dann 

1) @=KAA....A, = KBB,....B,, 


so ist $[@] nicht gleich Null. Ist r= 2° und sind A,ıı, »». A,, die 
wesentlichen Combinationen der Charakteristiken A. A,. ... A, und 
B,,, ».. B,_, die der Charakteristiken B, B...... B,, so sind die beiden 


Oo 
= 


vollständigen Systeme @BA, und GBB, A =0, 1,... r—1) adjungirt, und 
mithin ist nach Formel (3.) $ 2 
=(BA,)YI[G@BA, (ute )(u-e )u+e)uW—e, 
—= (AB) &(AB,)$[GBB,)\(u+e)(u-e)(uW+e)(W— er). 
a $[GBB;] = 0 ist, wenn A von 0 verschieden ist, so erhält man, wenn 
man v = u setzt, 
=(BA,)$[GBA;](u+e)(u-e)uW+un)W—u) = HG) (0) 2u)(wW-+e)(uW—r). 


Da ferner 3[GBA,|=0 ist, wenn 4>o ist, so erhält man. wenn man 


32* 
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u = u setzt. 
IC) O)Zu)a+e)au—er) = Z(BA,)Y[G@BA, 0) 2u)(u+e)u—v), 
wo sich « von O bis og bewegt. In dieser Formel setze ich für o der Reihe 
nach g-+1 verschiedene Werthsysteme o, v,, ... vo, ein. Aus den o+J 
so erhaltenen Gleichungen folgt 
( ‚n 4] Z qoTg! u 
3IGBA|(u, 03), ... 3|GBA, 1) 
—- + 3[GBA|\(u, vs), 6% 3[GBA, ai 
oder wenn man #« um GB vermehrt, 
I[LA]a, 95), +. FA.) 05), FA, 0;)):9[K A... A,_1A,] (0) (20 
= +9 Aa, v5), ... F[A,-1) (Wu, © 7 3[B] (u, v;)):I[KA.. AB O)(2u 
Durch wiederholte Anwendung dieser Formel findet man, dass der Quotient 
3[A](u, 0), ».. FLA,)u, %)|: IK A... A,](0)(2u) 


P 


(a,03), $[GBA,|\(u, 0,)|:9|@](0)(2u) 
(u,0;), 9L@)(n, e;)|:$[G@BA,]|(0) (Zu), 


r/) 








abgesehen vom Vorzeichen ungeändert bleibt, wenn man für A, A,, ... A 


gegebenen Fundamentalsystems 


ireend o+1 andere Charakteristiken des 
setzt. Mithin ist 
I9[Al(a, 05), »*. F[A,)@u, 2)|:9[KAA,... A,](0 
= +|Y[B](w, v;), ... Y[B,](w, v;)):4[KBB....B,](0)(2u 
oder, weil AA,...A, = BB....B, ist, 
CB. 9 A ] (a, 0,)| = a + B,|( 0,)| (a, p 
Zu dieser Gleiehung kann man auch auf a Wege gelangen: Nach 
Formel (4.) $ 2 ist 
HTGAIU OD] = EHER) wann 
Setzt man in dieser Gleichung e,,;,, = A,;ı. --- ®, = A,—, so erhält man 


[ /N‘ , rn \ f BB; ER . 
(LEI) TIL@A. a, vl = + (1a JINCAB: 1(0)(2u).\I GB, 


(u,v; 


(«, p 6 IE e+l,... r—1). 
Setzt man aber #,,,=B..., :.. v,_,=B,_, so erhält man 


1A 


\ a )9$[@A,B,\(0)(2u) |I[@A.Ka, 85) = +(I KO) 2u)y|IT@B.]u, 
Nun ist aber 


- = )- (AA,, BB) =1, also rn (3 


und folglich 


ER 
Ka 
En 
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H[GA.], vp)| = +|IGB.]u, v3)| 
Durch Vermehrung von « um @ ergiebt sich daraus die Formel (2.). 
Vermehrt man in derselben zum H=KB....B,, so werden die Cha- 
rakteristiken HB, HA, ... HA, gerade, dagegen HB,, ... HB, ungerade. 
Aus der Formel 
9[HA,\(u,e;)| = +|9[HB,\(u, ev; 


erhält man dann in derselben Weise wie in $2 die Relation 
IT3THA,\\D:9[HA,)\(W)| = $IHB)\.THB..... HBITTSTHB.\ (u). 
L ü | j’ “ BG E J L l 0 N 
oder wenn man # um H vermehrt. 


(3)  |D,9[A.]\(w)| = eIT9[B,\(u). 





Ich setze jetzt voraus, dass A,, ... A, ungerade sind, A, B, B,,...B 
aber gerade. Sollte dies bei dem ursprünglichen Fundamentalsystem nicht 
der Fall sein, so erreicht man es, indem man alle Charakteristiken um 
KA,...A, vermehrt. (Die Bedingungen des hyperelliptischen Falles bleiben 


’ 


ungeändert, wenn alle Charakteristiken des gegebenen Fundamentalsystems 


um dieselbe Charakteristik vermehrt werden, wenn dieses Fundamental- 
system also durch irgend ein anderes des nämlichen Complexes ersetzt wird). 
Setzt man dann in der Formel (3.) «=0, so erhält man 


3[4].[A, ... A] = e9B,). 


Entwickelt man ferner beide Seiten nach Potenzen von «# und vergleicht die 
Glieder zweiter Ordnung, so findet man, wie in $ 2 


DD.9[A, D.9[Al -.: D.IA 
H/.D2,3[41) DD.IA) ... DIA] 


[F 


—. 


+! D,HMA], DIA) ... DD,9A)] 
‚D’3[B,] 


Dr et 
Ar... A, 3[B,| 


wo A, bB durch B,,., B 
«u das Differential dr,;. Sind die Grössen 7,, unabhängige Variabeln 


ersetzt ist. In dieser Gleichung setze man für 


o-+2 
S 


deren Veränderlichkeit nur durch die Bedingungen der Uonvergenz der 


Uhetareihe eingeschränkt ist), so ist dann 
 D:3|B,] 


4nridloeTT9|B,). 
38, | InidlogIIT9[B, 
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Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn die Veränderlichkeit der Grössen 
T,s durch irgend welche Relationen beschränkt wird, und demnach geht 
aus der obigen Formel die Relation 


dlog[A,,...A,] = dlog/T$[B,) 
hervor und daraus durch Integration 
(4) [Ay..A,]) = er ITI[B,], 


wo e eine numerische Uonstante ist. 


4. 


0o= 3. 


un 


Bilden die drei ungeraden Charakteristiken A,, A,, A; und die fünf 
geraden Charakteristiken B,, ... B, ein Fundamentalsystem, und ist 


A=2A,=2B 


ne Y? 
so ist 
a Ä 2 a|B,|(2u) »[A](2u) ! 
1) BIT a en, 
Lt) YRYL IC ) 3[B,| FA] 


wo 
ce = 13[A].[A,, A;, A;] 
eine Constante ist. 

Die Determinante auf der linken Seite der Gleichung (1.), die ieh 
mit (u) bezeichnen will, ist eine 'T'hetafunction vierten Grades, die sich 
bei Vermehrung des Arguments um ganze Perioden ebenso ändert, wie 
I[G](2u), falls @ irgend eine Charakteristik ist. Die 4° gleichändrigen 
Funetionen 9[@](2x), die man erhält, indem man @ alle Charakteristiken 
durchlaufen lässt, sind von einander unabhängig (T. S. 200). Da es nicht 
mehr als 4? solehe Funetionen giebt, so muss (ax) eine lineare Verbindung 
derselben sein 


ya) = &c,3|@](2u). 


Da pw) gerade ist, so braucht @ nur die 36 geraden Charakteristiken 

A, B,„ A.B,B, 
zu durchlaufen, wo sich « von 1 bis 3 bewegt und y, d zwei verschiedene 
der Indices von 1 bis 5 bedeuten. Vermehrt man in jener Gleichung » 


um A,A,;, wo «, % zwei verschiedene der Indices 1, 2, 3 sind, so erhält man 
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—op(u) = z c;(@, A, Az) [@](2u), 


und daher muss (@, A,,A,)=—1 sein. Da aber (A, B,B, A,„A)=+]1 
ist, so kann @ nur eine der sechs Charakteristiken A, B, sein, und 
folglich ist 

‚HTA]2u) , , FIB,]@W) 


EN 
Yu) = —c +5c, 
FW) sa) "Fr sIe,) 
Setztman «= B,B,, so verschwindet die Determinante, weil die drei Charak- 
teristiken A,B,B, (@= 1,2, 3) gerade sind. Da ferner (A, B,B,) = — (B,, B,) 
und (B,, B,B.)=—(B,,B,) ist, falls von 1 und 2 verschieden ist, aber 
gleich + (B,, B;), falls y=1 oder 2 ist, so erhält man 
e+HaÜr% = G+%+6%. 
Ebenso ist 
cC+6+G = G+G4+6; 


und folglich e&,=c, und allgemein c,=c, und mithin auch e= e. 80 
ergiebt sich die Formel (1.) und, wenn man in derselben «=0 setzt, die 
Uonstante ce. 
Ich entwickle nun beide Seiten der Gleichung (1.) nach Potenzen 
von a und vergleiche die Glieder zweiter Ordnung. Ebenso wie in $ 2 
findet man 
|D’D,9[A]  D.9[A)  D.9[A,]) 
+| D,$[A] D’D,9[A;] D,9A 
+! D,9[A] D.,3[A)] D’D,9[4A;] 
D’#[{A] , „D’I[B,] 
3A] zu u|B,]| 


D’3[A] - m: En 
9A] -[A,, Ar, Au]; . [A,, An A;! = — 


und daher 

dlog[A,, A, A;] = Zdlog 3\B,|, 
also 

(2.) [A, Au, A] = er II$[B,). 


r4 


In der Formel (1.) sind A, A, 4A; 


‚ irgend drei ungerade Charak- 
teristiken, deren Summe A, gerade ist. Für drei ungerade Charakteristiken, 
deren Summe ungerade ist, besteht der folgende dem obigen T'heorem 
analoge Satz: 

Sind A, A, A, A; eier ungerade Charakteristiken, deren Summe 
Null ist, so ist 
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F+[A,](«) 3A, ](w) + A,](w) F+[A;]|(w) 
D,3[A,| uw) D,9[A)]|(uw) D,9/A](wW) D,9[A,\(w) 
D,3[A,\(u) D:.4[AlW) D,$[A;\(w) D,;I[A;](w) 
D,3[A,\(u) D;$[A,\(w) D;4|A))\(w) D;9[A;]|(w) 

[Au] (2u) 3[A,](2u) +[A,] (2%) +[A;]|(2u) 
'D,9[A,] D,3[A,| D,3[A;] D,3[A;] 
'D,3[A,] D,3[A,] D,9[A;] D,3[A;) 

D,3[A,) D;9[A,] D,9[A;] D,3|A,;) 


89. 


3) 
[#) =— do 


Für die eben hergeleitete Formel (2.), $4 will ich noch einen andern 
Beweis angeben, der zwar weit complieirter ist, aber eine grössere Analogie 
mit den vorhergehenden Entwicklungen darbietet. Bilden die acht Cha- 
rakteristiken A,, DB, (@=0, ... 3) ein Fundamentalsystem und ist 

P=2B,=2A,, 


so sind die Charakteristiken A,P die wesentlichen Combinationen der A, 
und die Charakteristiken B,P die der B,. Daher kann man in der Formel 
(4) 82 A,.=4A.P und B,.=B,P setzen. Ist K die Summe der un- 
geraden Charakteristiken des betrachteten Fundamentalsystems, und setzt man 
in jener Formel e,,; = u+KA,, so verschwindet 3 [B,] (u, e;; ;) (%, P=V, ... 9 
und folglich zerfällt die Determinante rechts in das Produet zweier Deter- 
minanten vierten Grades. Ferner verschwindet 
3[A,](u,e,;;) und 3[A,P](u, e,;,). 
falls «@ von 5 verschieden ist. Mithin ergiebt sich 


I[A](u, ev) ... 3[A;](w, ®) F[AP](u,v) ... +[A;P](u, v) 


+ [A] (u, v;) en 3 [A;] (u, v;) [AP] (u, v;) ei 3 [A;P] (u, ®;) 
3[K\(u,u) ... 0 En )9[KP] (uU) ... V 


( 7 P \ 
[RK (u, u) 0 er (za. )IIK P\(u, w) 


= +9. B.]@, eo)l- (gi)IIKPA.B;]Cu, W) 
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Die linke Seite kann man leicht in eine Determinante vierten Grades um- 
wandeln und erhält so 


# en ) 
I{LKP](u, u) F$| A,|(u, 05) — Een u)$| A,P\(w, v,) 
—— +|3[B „m, © (ZU) 9TKPA, B; ‚|( U, TR 
Setzt man 2; =u+ KPA,, so verschwinden in der Determinante links die 
Elemente ausserhalb der Diagonale, und man findet daher 


(FIK]\u,w)-(P)F[KP]\(u,u)) = + (GB )9THPA, B;,|(u, u 


Das Vorzeichen bestimmt man, indem man die Variabeln reell und die 
’arameter rein imaginär annimmt. Aus den beiden letzten Formeln folgt 


a | I[KP]Cu, )9TA,]u, 0) —(, a IK], w)ITA.P]u, 


a 3 


= e(#IK](u, u) (P)I|KP](a, u))’\ IB 


wo e=+l1 ist. Vermehrt man « um P, so ergiebt sich daraus 


„u, ä 
IN "+4 


> 


av \ a al < ı f 
2) | 3 K|\(u, u) $|A,\(u, e;) a 
| = e(P)\(#IK](u, u) —-(P)#|KP\(u,))\9|B,P\(n, « 


Sind R und RP zwei verschiedene ungerade Charakteristiken, ist 


)$[KP](u, u)$| A,P\(u, 


YP eine beliebige der beiden Quadratwurzeln aus (P), und setzt man 


. -_ / f P f 1 \ 
py(u,e)=y|R|(ue)= 4|R|(u, ev) + R ) ‚P3|RP|(u, ve), 
so ist, wie ich dieses Journal Bd. 96, S. 116 (Formel (6.)) gezeigt habe, 
PIC TESu ICE ATILICHE | (=. 
Setzt man in dieser Gleichung «,=„u+RA,. wo A, (e=(0, ... 5) irgend 
vier verschiedene Charakteristiken sind, so erhält man 
AP ) i R BR 
19TA.] u, vda+l "5 )YP [AP], e)| = ( ) JITCA.) 
I[RA,A )+(,. , )(As PIPVPS{RA,A,P]u, W |ple, eh] 
(RA, A,| (u, wu) + RA„A JG o» PAP)IPILRA,A,Pu, u) |p@wva)). 


Sind jetzt A, ... A, vier Charakteristiken eines Fundamentalsystems und 
ist P ihre Summe, so hat 

(A, P) = -(P)II(A, 
für alle vier Charakteristiken denselben Werth. Ersetzt man in der ent- 
Journal für Mathematik Bd. XCVII. Heft 3. 33 
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wiekelten Formel YP durch (A, P)(P)YP, so erhält man 


ld. ol = ER, A, PR A; )r[RA, Az, u) rau op), 





wo 
w(u,e) = I{R](u, v)+ Ca) P)VP3[RP|(u, e) 
ist. Setzt man 
/ if 
Pa — Pa = (R, A,)\ Pe? )yl IRA,A;|(u, u) 


und wählt man R = KAA,, so verschw ua die Grössen g,, bis auf ,, und 








f3,, und daher wird 
par = (uf = ty|K] (u, u)y|KP](u, u). 





Sei ferner 
w(e,t)' = vl, v)w(o, %)+ We, %)Wlo,, 0)+ Wo, v,) we, ®; 
=b+YyP, 
wo D und # von YP unabhängig sind, also 
p = $[R\(o+v,)(e-e,) (oe +r;)(o—%;)+ SI R)(e+%)(o@—v;)(d;+V,)(0— 
+ I R)\(e+0,)(e- %;)(0ı +9) —%,)+ (PX(IIRP\e+%,)@-e,) + %,) ©; 
+3 RP] (e+v,)(e—v,)(8;+%,)(e-%,)+ HI RP\e+%)e—r;)\(eı +0) —v;)). 


Dann ist 


KK [Ala,e)| = e(b+ PVP) (s1K] (u, + „ VPO[KP\(n. u 


e P\, | 
| (IEHP]a + (pP IR], W), 
wo 8 = +1 ist. 
Die ganze Funetion vierten Grades der Variabeln r 


Pan 
DE ı 
De 
2 





ER 
N 
a 


E $[A,] (u, v;) +(,j ö ra, P\(u, v,) 


_(b4 +77) (9 [K](u, +(,) )r${KP](u, o)(star (u, + (p)rICK], u) 


verschwindet daher für r= +V/P und ist folglich durch 1—-(P)r’ theilbar. 
also gleich 

(1—-(P)r’)(A+ Mr+ Nr”). 
Durch Vergleichung der constanten Glieder und der Coeffieienten von r 
ergiebt sich 


A = €|\$[A,\(u, 0) -PI[K (u,u)$|KP]\(u, u), 





N= -e|$[A,P] u v;)|. 
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Setzt man ferner 
(2 \_9IA] (u, u) 


| SIKP)n, u)" 
so erhält man nach Formel (1.) 
ee (F[K](u,u)—(P)9[KP](u, - 3[B,\(u, v;)) 
u -(P (48° [KP](u, u) — “(N .) IK P\( Y[K)\u, + N [K](u, “)): 
Setzt man aber 
Dh ®|KP](u, u) 
Ind di (gp ) FIK](u, u) . 
so erhält man nach Formel (2.) 
ee (P)(I’[K] (u, w)—- (P)9[KP]\(u, u))|$[B,P]( 
= A$|K|(u, u) — M(,)3IK]a, a) | KP\(u,)+N SF |KP|(u, «)). 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich 
ee |#[B,|(u, e;)|+8e (P)|9[B,Pl(u,v,)| = A-(P)N. 


Substituirt man darin die oben erhaltenen Ausdrücke für / und NV und 





3 setzt man & und ® durch —ee und &, so erhält man 
P e|9[A.]u, o,)|-+&(P)! 9[A.P] u, e; 
(5) +89] B,)(w,e;)|+E(P)|9[B,Pl\(u, v;)| 
= #|K)(u,W)I|KP\(a, w).». 
Ist # eine ungerade Function, und entwickelt man den Ausdruck 
Ice +e)e—ev,) +v), —v)+49 ?+%)e - 2); +7); —e; 
+90 +0,)(e —v;)(v,+P,)(v,—v,) 
nach Potenzen von e—u, ne © —U, %—u, so Ist der Üoefficient von 
vr —u)(e —u")(e; —u") ole ich 9(2u) mal 
| D $.(D; nn 3(2u).D; 5 + D,9.(D,9(2u).D,9—D,9(2u).D,$) 

)) +D,3.(D,$(2u).D, 9 — D,3(@2u).D,$) = 0. 

Ir. | Ich setze nun voraus, von den acht Charakteristiken A,. B, seien B,, B.. 
| b; ungerade, dagegen B, A, ... A, gerade. Dann ist BP gerade, während 
| b,P, B,P, B,P, AP, ... A,P ungerade sind. Vergleicht man dann in 

ji | den Entwicklungen beider Seiten der Gleichung (5.) die Coeffieienten von 


/„ 


va); —u”)(e'—u”), und ersetzt man 2« durch x, so erhält man 
eIT3|A,| D,;3|A,\(w) 
= © $[B].[B,, B,, B,) IT$[B,|(w) +8 (P)9$[BP][B,P, B,P, B,P\IT${B,P\(u). 


s ‚ı)% 
Or) 
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Vermehrt man « um eine beliebige halbe Periode, so erkennt man, dass. 
wenn die acht Charakteristiken A,, B, irgend ein Fundamentalsystem bilden. 
eine Gleichung von der Form 


(6.) )D,#|A,|(w) 





= al13|B,\(u)+bI/T9[B,P|\(u) 


besteht, in der «a und 5 Üonstanten sind. Die vier Charakteristiken 4A, 
können auf zwei Arten zu einem Fundamentalsystem ergänzt werden, näm- 
lich ausser durch die B, auch durch die B,P. (T. S. 211, Satz VI.) Die 
Formel (6.) ist demnach für e=3 das Analogon der für o=2 geltenden 
Formel (6.) $ 2. 

Ich nehme jetzt an, A,, A,, A, seien ungerade, dagegen A, B,.... B, 
gerade. Dann sind die vier Charakteristiken B,P ungerade, und daher 
fängt die Entwicklung des Productes /79|B,P|(u) mit den Gliedern der 





vierten Ordnung an. Vergleicht man daher in den Entwicklungen der beiden 





Seiten der Gleichung (6.) die eonstanten Glieder und die Glieder zweiter 
Ordnung, so erhält man, wie in $ 2 


(7)  [4,4,A4]| = ea’19[B,| G=h..d), 


wo A, B durch B,, B, ersetzt sind. 


ie) 


Zum Sehluss will ieh noch die Constanten a und b in der Formel 


(6.) bestimmen. Ist wieder A,, B, irgend ein Fundamentalsystem und A 


a» a 





die Summe der ungeraden Charakteristiken desselben, so erhält man, indem 
man in (6.) # einmal gleich KA und das andere Mal gleich KAP setzt. 


b ee () F[K]|KAA,, KAA,, KAA,| 

a NSA/ #[KP)[KAA,P, KAA,P, KAA,P] 

Die drei ungeraden Charakteristiken KPAA, (z=1, 2, 3), deren Summe 
eongruent K ist, bilden zusammen mit den ‘fünf geraden Charakteristiken 
KP, KPAB, ein Fundamentalsystem. Nach Formel (1.) $ 4 ist daher 


D,9$|K\(w), D,$|KPAA,|(w. D,${KPAA,|(u), D,$|KPAA,;|(w): h 


F[KP(2u) BIK]Ru) , „ WIKPAB.|(2u) 
FKP]  #&[K] "= #[KPAB,) 


Li 


Vermehrt man in dieser Gleichung x um P, so erhält man 


()CHID.I[KP|W, D.${KAA,]|W, D.3|KAA; 





(u), D,$|KAA;| (u): 


7% 


F[KP|(Zu) BLB]u) „ YLKPAB,|(2u) 
F[KP] [Ah] = $[KPAB,) 
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Ss Addirt man diese Gleichungen und setzt dann «= 0, so findet man 
EN. y D ' ’ KN\ ( nD ä , r | { 
3|K)|KPAA, KPAA,, KPAA;|+ % pJ9\Kl IIKAA, KAA, KAA;| = 0. 
Man kann diese Formel in abgeänderter Bezeichnung so aussprechen: 
Zerlegt man eine von O verschiedene Charakteristik P auf drei ver- 
A, | schiedene Arten in eine Summe von zwei ungeraden Charakteristiken*) A+ PA. 
m B+PB, C+PC, so ist 
)je | Y y 
’ [AP,BP,CP) ( pP ) ABC] 
en | BE ABCP/ $#| ABCP| 
Demnach ist 
B, | a (K) 9 [K] 
or “Tg P/ 9 |KP) 
ler | und folglich 
z \ r ww ) r ] ‘ K ) r X \ 
en (8) |D,3|A\w)! = er P[KP]|I19|B (u) — F|K|T1$\B,P\(u))- 
i pP u /ı I BIN” p a | /| 
er | a) ze . . . 
Aus der Formel (7.) ergiebt sich dann, dass e= +1 ist. 
n 
6 
0 — N 
el . y . . > .. Y / » 
k Ich schliesse mit einigen Bemerkungen über den Fall o=4. Sei 
Au ... As, Bi. -.. B, ein Fundamentalsystem von zehn geraden Uharak- 
m | ö na 
teristiken, und seien A, As. ».. A,, die wesentlichen Combinationen der A,, 
und B, BD. ... B, die der B,, speciell A=A, ... 4 und B=B, ... B, 
also A=B. Dann sind A und B gerade, dagegen A,. ... Ay Ba... Bı 
ungerade. Nach Formel (3.) $ 2 ist 
” Z(AA,)F| A, |(u+e) (a-e)uW+e)W—e) 
1 / \ f IN / A ! \ , n 
= I(AB,)I|B, | u+e)u—e)(uW-te)(u—o), 
wo sich 4 von 0 bis 15 bewegt. Setzt man «=e =u, so ergiebt sich 
daraus 
=(AA,)I[A,](0) Zu) (u+te)(a—e) = Z(AB,)I|[B,|(O) Zu) (u+eo)(u—e), 
wo sich 4 nur von O0 bis 5 bewegt. Da aber die dem Werthe 4=0 ent- 
sprechenden Glieder auf beiden Seiten übereinstimmen, so braucht sich 4 
h nur von 1 bis 5 zu bewegen. Setzt man in dieser Formel e=«#+AB, 


*) Dass dann (für o = 3) stets ABC gerade ist, hat schon Riemann (Ges. Werke 
>. 468) angegeben. 
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so erhält man 


A; ’B, B, 
2) )AIOWITAABKOW =  )FLB]O) WTA] (0) m). 
Sei jetzt in abgeänderter Bezeichnung A,,... A, B,, ... B, ein Fundamental- 
system von vier ungeraden und sechs geraden Charakteristiken und sei 
P=2B, =>A. 
Dann bilden 
A,B.B., Bu: DB, BP,... BP 


ein Fundamentalsystem von zehn geraden Charakteristiken. Man kann 
daher in der obigen Formel 


Ass A,;, B,, A 


durch 
A.B,B, BP, B, B, 
ersetzen. Dann findet man 
AuB,\/ B, 
bi; 5, )( M 9 TAB: B,](0) (u) $[A,B,B;](0) (u) 
— $[B.] (0) (u) $[B;] +) 4 )$[B,.P](0)(@) 3 [B,P](0)(a) = 0. 


Vermehrt man « um B,B,, so ergiebt sich daraus 








„(B,B,B, u 2 
x( > )9$[A,B,B]$[A.B,B,]9[A,B.B,](u) $[A,](u) 
— 3[B,]9[B,]9{B,](u) $[B, B,B;] (u) 
--(P) $[B,P]$[B,P]$[B,P](u)$[B,B,B,\(u) = 0. 
Durch Vergleichung der Glieder erster Ordnung erhält man demnach 
en Pr ®)9[A.B,B,]9[A,B,B,] $[A,B,B.|D, 34.) 
— 9|B,]9|B,]9|B,]D,9[B.B,B,)— (P)$[B,P]9[B,P]9[B,P]D,9[B.B,B,) = 0. 
Ebenso ist 
&( B, ei B, )3[A.BsB,]9[A.B,B,]$[A.B.B,]D,;9[A,) 
-(P)9[B,P]9[B,P]9[B,P]D;9[B,B,B,)—9[B,]9[B,]9[B,]D,9[B,B;B,) = 0. 


Diese Gleichungen liefern zwei verschiedene Lösungen der vier linearen 
(Gleichungen 
= D,3|A.|.2.+D;9|B,B,B,].x,+D;9[B,B,B,].0, = 0 B=1,...® 


zwischen den sechs Unbekannten &,, ... x. Bekanntlich verhalten sieh: 
die aus den Coeffieienten der Gleichungen gebildeten Determinanten vierten 
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Grades, wie die aus den Elementen der Lösungen gebildeten Determinanten 
zweiten Grades (dieses Journal Bd. 82, S. 237). Aus den beiden obigen 
Gleichungen folgt daher, dass 

(1) [AA 4,4] = en’(IT9[B,)—- I19[B,P)) 


ist, wo & ein Proportionalitätsfactor ist, der abgesehen vom Vorzeichen 


ungeändert bleibt, wenn A,, ... A, durch irgend vier andere der sechs 
Charakteristiken A,, ... A, B,B,B,, B,b,B, ersetzt werden und jedesmal 
für die B, sechs gerade Charakteristiken gesetzt werden, welche die ge- 
wählten vier ungeraden Charakteristiken zu einem Fundamentalsystem 
ergänzen. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel findet man, dass 
e für jedes Fundamentalsystem von vier ungeraden Charakteristiken A, und 
sechs geraden B, den nämlichen Werth hat. Es liegt daher die Ver- 
muthung nahe, dass e von den Parametern r,; unabhängig ist. Indessen 
ist es mir noch nieht geiungen, einen Beweis dafür zu finden. 

Zürich, Juni 1884. 


Reduction der Gleichung des Tetraedroids auf die 
Form Vz5+Yyn+VzC = 0. 


(Von Herrn Fritz Hofmann in München.) 


Di. Gleichung des Tetraedroids sei in homogenen Coordinaten X, 
Y, Z, W: 


u. u u. Wis. 
‚A ne a, As Au 
| Re 4): 0 43; a3; 
2 5 &% O0 A; 
mM u u 5.0 


> .. Pr’ a, d.. 5 < 
Man bezeichne zur Abkürzung | Kar es R und setze: 
12714 
2a, ‚a | 
Zi 1412 = 234 T "93994 23 
a= — RR, f= 2: 2, 


G,50,,10,,4,,—4,,4,; 2% 2334 





b=--R, g=—R, 
d,; 4;, 
u —40,,0,, +0 ,0,,+0, ,0,; a — 2a, ,Q, 
2a, ,A,, w — 4a ,4,, ta ,a,, +4, ,4,; 

= 4, A444 A344 — A435)‘ | 4,Y—-a,Z-+a,W\. 
y: 20.443034: |— 4a, X +a,2+a,W!. 
= 2a,d34; | a, AÄ—a,Y +a,W\. 
= — 2a, /— a, ÄA—a,Y +a,W\. 
= 2444444: — a, A+a; Y—a,Z A 
= —4,(—4,4;,+ 43444 4,43) | a,Y+a,Z+a,W': 


Dann bestehen die von Herrn Cayley (dieses Journal Bd. 94, p. 270) ge- 
forderten Identitäten: 
af=bg=ch=1, zs+y+z+5+r7+{=0, ac+by+cz+fstgn+hi=0. 
Ferner sind (vergl. Cayley, dieses Journal Bd. 65, p. 287, wo die Ebenen 
mit 2, 9, 7, Ps Q2, 7, bezeichnet sind) die sechs Ebenen x, y, 2, &, n, - 
sechs singuläre Tangentialebenen des Tetraedroids; mithin kann die Glei- 
chung dieses letzteren in die Gestalt gesetzt werden 
Ye&+VYyn+Vz£ = 0. 
Die Ermittelung aller ähnlichen keductionen ist eine neue Aufgabe. 
München, im März 1884. 
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Leipzig, 1885. Friedrich Brandstetter. 
IDETT 
PROSPEKT. 

[m Verlage der unterzeichneten Buchhandlung ist jetzt vollständig erschienen: 


Lehrbuch der Arithmetik 


Gebrauche an höhern Lehranstalten 
und beim Selbststudium 


von 


B. E. Richard Schurig. 


In drei Teilen, 


[. Teil: Spezielle Zahlenlehre (Zifferrechnen). 18'/; Bog. gr. 8. geh. 3,60 M 
II. Teil: Allgemeine Zahlenlehre (Buchstabenrechnung). 27'/, Bog. gr. >. 


geh. 6 4 
III. Teil: Algebra nebst Anwendung derselben auf die Analysis. 2T'/, Bog. 
gr. 8. geh. 6,10 A 


—— se — 


Über die Idee, die der Herr Verfasser seinem Werke zu Grunde gelegt hat, 
spricht derselbe sich am eingehendsten aus in der Vorrede des soeben zur 
Ausgabe gelangten III. Teiles. Dieselbe lautet: 

„Bei Herausgabe des vorliegenden dritten und letzten Teiles meines 
Lehrbuches der Arithmetik fühle ich mich gedrungen, noch einmal 
den Blick auf die Beweggründe zurückzulenken, welche für mich bei 
Abfassung meines Werkes bestimmend waren und in dem Vorwort 
des ersten Teiles nur im allgemeinen angedeutet werden konnten. 

In erster Linie erschien mir anregend die sich alltäglich mir 
aufdringende Erfahrung von zahlreichen Mängeln in den bisher meist 
geübten Methoden und in der systematischen Bewältigung des Stoffes. 
Wenn die Mathematik auf strenger Anwendung logischen Denkens 
fufsen soll, so war doch bisher der annähernde Versuch einer solchen 
wissenschaftlichen Behandlung vornehmlich nur innerhalb des Ge- 
bietes der Geometrie unternommen worden, und auch in dieser Rich- 
tung des mathematischen Denkens läfst die stufenmälsige Entwicke- 
lung aus nur wenigen Fundamentalsätzen (Axiomen u. 8. w.) dem 
strenger folgernden Schlufsvermögen noch mancherlei bessernde Ab- 
änderung an den vorhandenen Lehrschriften als wünschenswert er- 
scheinen. 

Im Gebiete der Arithmetik dagegen ist das Bedürfnis naclı 
einem streng logischen Aufbau weniger empfunden worden. Ja man 
hat wohl von mancher, sonst zuständiger Seite aus geradezu dem 
Wahne sich hingegeben, als sei für diesen Teil der Mathematik eine 
ununterbrochene stufenmälsige Entwickelung der Wahrheiten und 
Lehrsätze minder wesentlich, zumal eine vollkommen logische Her- 
leitung der Rechnungsoperationen aus dem Urbegriff der Arithmetik 


(der Einheit) auf gewisse, fast unüberwindliche Schwierigkeiten 
stolsen müsse, 








In der hier angedeuteten Ungleichmälsigkeit der Behandlung 
beider Hauptteile der elementaren Mathematik liegt nun aber ein. 
Erscheinung vor, welche vor einer tieferen Erkenntnis dem wirklichen 
Sachverhalt geradezu widerstreitet. Denn vor allem ist es die Arith. 
metik, welche in noch weit höherem Mafse einer streng logifchen 
Entwickelung bedarf, als die Geometrie. Diese Behauptung mul; 
jedem tiefer gebildeten Kenner des gesamten mathematischen Wis. 
sens um so mehr einleuchten, als ja die eigentliche Form der Sitz. 
wie der Beweise auch in der Geometrie fast durchgreifend einen 
arithmetischen Charakter hat, wenn jene Form auch nicht immer jn 
ihrem unmittelbaren Ausdruck dem ungeübteren Blick so erscheinen 
mag. Es sei mir vergönnt, meine hervorgehobene Auffassung durch 
nur wenige Beispiele zu erläutern. 


Wie ich die Darstellung des Wesens und der Reihenfolge der 
Fundamentalsätze verstanden haben will, läfst sich im einzelnen 
aus dem 1. Teile: S. 4, 8.8 (9. Satz) u. s. w. erkennen. Den Mangel 
zweckmäfsiger Definitionen für manche mathematische Begriffe glaub: 
ich im 1. Teile: S. 2 (8. Satz), S. 27 (3. Satz), S. 44 (28. Sata), 
S. 167 (2. Satz) und im 3. Teile: $S. 8 (1. Satz) dargelegt zu habeı. 
Gewissen Sätzen, z. B. im 1. Teile: S. 32 (11. Satz) in Verbindung 
mit S. 35 (2. Zus.) und im 3. Teile: S. 100, legte man mit Unrecht 
keine praktische und intensive Bedeutung bei. Was die seither oft 
minder logische Anordnung der Lehrsätze und der einzelnen Op«- 
rationen betrifft, so rechnete man z. B. in der Multiplikation uni 
Division mit Potenzen, ohne zuvor die nötigen Lehrsätze über da 
Rechnen mit denselben vorgetragen zu haben. Dieser Vorwurf trift 
z. B. die Aufgabensammlungen von Heis ($ 25—S$ 34) und Bardey 
(VII bis X— XI). Auch bei Entwickelung der Sätze hinsichtlich de 
Rechnens mit Potenzen und Wurzeln vermifst man die zutreffende 
Ordnung, die unbedingt erst einerlei Basen, dann verschiedene Bascı 
verlangt. Ungeordnet und zugleich unvollständig wurden ferner di 
algebraischen Auflösungssätze gelehrt. Als ein Hauptfehler lälst sich 
das zu frühe Auftreten der Proportion bezeichnen — s. |. Teil, 
S. 235, Randbemerkung. Die Zinseszinsrechnung verlegte man in 
die geometrische Reihe, mit der sie nichts gemein hat. Wichtige 
Sätze, z. B. 1. Teil: 8. 35 (2. Zus.), S. 58, S. 73 (10. Satz), S. 28| 
(IV); 2. Teil: $. 133 (in Verbindung mit 1. Teil $. 47, 29. Satz), 
wurden nur ungenügend begründet. Wichtige Rechnungsoperatio 
nen stellte man entweder in viel zu verwickelter oder in geradezu 
fehlerhafter Weise dar — s. 1. Teil: 8. 101, $ 27 (), S. 1% 
(5. Satz), S. 174 (4. Satz), 8. 182 (5. Satz), 8. 203 (3. Satz) 
S. 204 (4. Satz), S. 206 (5. Satz), 2. Teil: S. 16, S. 21, 8.58 (Il), 
S. 70 (3. Satz), $S. 114—119. Vornehmlich gilt dies auch in Bezug 
auf das Rechnen mit Logarithmen (2. Teil, S. 343). Der Bruch- 
rechnung wurde eine vollkommen falsche Grundlage gegeben — 
s. 1. Teil: 8. 142 (1. Satz), S. 37 (Anmerk.). Aber auch anderen 
Operationen fehlte eine hinreichende Begründung, wie ein Vergleich 





raum 
|} 


mu m u 


v— (1 TO fu ut bu ml, dm mm ze 





ıdlung 
T eine 
‚lichen 
Arith- 
‚ilehen 
mul 
ı Wis. 
Sätze 
einen 
ner in 
heinen 


durch 


ge der 
zelnen 
angel 
glaube 
Satz), 
haben. 
ndung 
nrecht 
ıer oft 
n Ope- 
n und 
er das 
f trifft 
jardey 
h des 
ffende 
Basen 
rer die 
st sieh 
. Teil, 
yan in 
ichtige 
S. 281 
Satz), 
eratio- 
radezu 
Ss. 145 
Satz), 
‚ (II), 
Bezug 
Bruch- 


en — 
deren 
rgleich 





mit 3. Teil: 8. 206 (VIII), S. 110 (B), S. 156 (III) erkennen läfst. 
Am meisten vernachlässigt war gerade der wichtigste Teil der Arith- 
metik, die Auflösung der Gleichungen, die bei offenbar dürftiger Be- 
handlung entschiedenen Mangel an Systematik verriet (3. Teil: S. 13 
his 92, 8. 182 bis 252). Sogar falsche Sätze schlichen sich hier ein 
(3. Teil: 8. 25, Anmerk.). Den unrichtigen Darstellungen entsprangen 
natürlich auch unrichtige Einteilungen, z. B. der Gleichungen in ein- 
fache und quadratische (3. Teil: S. 161, Anmerk.) oder der Verhält- 
nisse und Proportionen (3. Teil: S. 109 und S. 122). Sehr wenig 
befriedigend war bisher die Lehre von den Ungleichungen und der 
Determination (3. Teil: S. 343, S. 350— 354). Bei manchen Beweisen 
stellte man diffieile Unterscheidungen auf, die sich durch eine stren- 
gere Untersuchung leicht auf ihren wahren Wert zurückführen lassen 
(s. das Vorwort zum 2. Teil, ferner 2. Teil: S. 33, 5. Satz). 


Dafs solche Mängel, solche zum Teil störende Ungenauigkeiten 
nicht schon längst eine wirkliche Besserung erfahren haben, mufs 


jedem wahren Freunde der Mathematik fast unbegreiflich erschei- 


nen. Allerdings hat man wohl hier und da ein Bedürfnis zur 
Abhilfe empfunden, letztere aber nicht auf dem naturgemäfsen Wege, 
durch Abänderung der Methode selbst, angestrebt. Vielmehr hat man 
sich gegenüber gewissen Inkonsequenzen durch Anwendung einer 
unfruchtbaren und, ich möchte fast sagen, zweckwidrigen Sophistik, 
entsprossen auf dem Boden der sogenannten mathematischen Philo- 
sophie, zu helfen gesucht. Ich erinnere nur an die Entstehung und 
Definition der Multiplikation, über welche man die einfache und 
einzig richtige Erklärung in $ 10 vergleichen wolle. Auch der 
so einfach zu begründende Satz, dafs zwei negative Faktoren ein 
positives Produkt ergeben, ist mit Hilfe allerlei philosophisch klingen- 
der Spitzfindigkeiten zu begründen versucht worden, während doch die 
einfache Beweisführung, wie sie im 1. Teile, S. 281 (IV) in Verbin- 
dung mit 8. 274 und 275 gegeben worden, so nahe lag. 

Noch gestatte ich mir an dieser Stelle einen Blick auf die pä- 
dagogische Behandlung dieser Diseiplin zu werfen. Durch die oben 
dargelegten Mängel der Methode müssen naturgemäfs auch die Er- 
folge des Unterrichts beeinträchtigt werden. In der That ist auch 
die Behandlung der mathematischen Wissenschaften an vielen Ge- 
Iehrtenschulen, insbesondere aber in deren Unterklassen, so wenig 
befriedigend, dafs der eigentliche pädagogische Wert der Mathematik 
als ein geistiges Bildungsmittel mehr oder weniger verloren geht. 
Nieht zu irren glaube ich, wenn ich auf diese Erscheinung die leider 
nur zu allgemeine Erfahrung zurückführen möchte, dafs von einer 
überwiegenden Mehrzahl der Schüler vorzugsweise die Mathematik 
für besonders schwer gehalten wird und der Unterricht darin mit 
einer gewissen Abneigung zu kämpfen hat. Ist dies ein Wunder, 
wenn das natürliche und einfache Verständnis der Zöglinge mit einer 
teilweise wenig zusammenhängenden und ungleichen Entwickelung 
der Sätze und Operationen nur zu sehr verwirrt wird? Zu häufig 


vergilst man, wie sehr eine folgerichtige Anordnung und Bewei.. 
führung der einzelnen Sätze das Verständnis und das Festhalten de.. 
selben erleichtern kann. Man begnügt sich, aus den Knaben ni 
Mühe und Not gewissermalsen geistlose Rechenmaschinen zu bilden, 
während doch andererseits der mathematische Unterricht vorwiegen| 
als ein Denkmittel ausgegeben wird. Nicht selten habe ich die Eı. 
fahrung gemacht, dafs tüchtige und wohlmeinende Lehrer in der 
höhern Mathematik gut unterrichtet sind, sich aber vielleicht gerad: 
deshalb um die niedere Mathematik und insbesondere um die Methodik 
derselben wenig gekümmert haben. Im Hinblick auf diese Thatsacı. 
erscheint es mir kaum noch wunderbar, wenn ein wissenschattlich 
gebildeter Mann z. B. eine Aufgabe von der Form a:b:e mi 
a:(b:c) berechnet (s. 1. Teil: S. 42, 1. Zus. und 8. 41, 2. Zus.) 

Hinsichtlich des Umfanges meines Buches erlaube ich mir zı 
bemerken, dals ich denselben mit Rücksicht auf den praktische 
Zweck des Lehrbuchs und auf das in neuerer Zeit beschränktere Ziel 
des Unterrichts nicht zu weit ausdehnen durfte. Denjenigen, welche 
eine höhere Ausbildung anstrebt, verweise ich auf die von mir be- 
arbeitete 7. und 8. Auflage der Analysis von Lübsen, worin iel 
unter andern eine Anzahl neuer Sätze, z. B. sechs neue Auflösungen 
der Gleichung 4. Grades, eine neue Auflösungsmethode implieiter 
Gleichungen, niedergelegt habe. 

Endlich habe ich noch meinen Dank für die Anerkennung aus 
zusprechen, welche dem ersten Teile meines Buches seitens der 
öffentlichen Beurteilung zu Teil geworden ist. Einzelne Stimmen 
haben zwar bei aller beachtenswerten Gediegenheit eine einflufsreich: 
Originalität nicht gefunden. Dieses Urteil wird sich jedoch dure) 
ein sorgfältiges Studium, insbesondere des 2. und namentlich de 
3. Teiles, wesentlich läutern. Auch wäre es mir willkommen, 
von jener Seite zu erfahren, welchem andern der jetzt exi- 
stierenden Lehrbücher ein entscheidender Vorzug einzu: 
räumen wäre Wenigstens würde sich aus solcher An 
regung für mich eine angemessene Gelegenheit gewinnen 
lassen, um gewissen Herren Kritikern deren vermutlicht 
Unbekanntschaft mit dem bezüglichen Lehrstoff und dessen 
Behandlungsweise nachzuweisen.“ 


—— 


Das Werk ist in jeder Buchhandlung entweder sofort zur Aı- 
sicht zu haben oder wenigstens zu diesem Zwecke in kürzester Frist 
zu erlangen. 


Leipzig, Ostern 1885. re 
Friedrich Brandstetters 
Verlagsbuchhandlung. 
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Druck von C. Grumbach in Leipzig. 





3eweiz 
2n der- 
en mit 
bilden 
legend 
lie Er. 
in der 
gerade 
sthodik 
atsache 
raftlich 
cG mit 
Zus.) 
mir zu 
tischen 
re Ziel 
relcher 
nir be- 
in ich 
sungen 
plieiter 


g aus 
15 der 
immen 
sreiche 
durel 
h des 
nmen, 
‚t exi- 
inzu- 

An- 
innen 
tliche 
essen 


r Ar- 
r Frist 


ters 


Zur Theorie der Bewegung starrer räumlicher 
Systeme. 


(Von Herrn Artur Schoenflies in Göttingen.) 


. 

\ enn ein unveränderliches räumliches System eine ganz beliebige 
Ortsveränderung erleidet, so kann es bekanntlich vermittelst einer bestimmten 
Schraubenbewegung aus der Anfangslage in die Endlage übergeführt werden. 
cen zu einander und die (Fesetze 


Die geometrischen Beziehungen beider Lag 
der ihnen entsprechenden Bewegung sind zuerst von Chasles in zwei fun- 
damentalen Abhandlungen eingehend untersucht worden, und zwar sowohl. 
wenn das System eine endliche *), als auch wenn es eine unendlich kleine ** 
Verschiebung erleidet. Die Chaslesschen lesultate haben in neuerer Zeit 


durch Herrn Lindemann ***) eine Verallgeemeinerung gefunden für den Fall, 


dass die dem Raume beigelegte Massbestimmung nicht die gewöhnliche, 
sondern eine projeetivische ist. Aber auch unter Beibehaltung der gewöhn- 
lichen Massbestimmung ist noch eine Erweiterung der Chaslesschen Theorie 
möglich. Die von Chasles gegebenen Sätze beziehen sich nämlich nur auf 
den Fall, dass der starre Körper eine einzige Lagenveränderung, d. h. eine 
einzige Schraubenbewegung auszuführen hat. Dagegen ist die Aufgabe, 
drei und mehr auf einander folgende beliebige Lagen desselben zu betrachten, 
soweit mir bekannt, bisher noch nicht allgemein in Angriff genommen 


worden. Die nachstehenden Untersuchungen haben den Zweck, sich mit 


der genannten Aufgabe zu beschäftigen; ich werde die Lagen des starren 


räumlichen Systems als ganz beliebige annehmen, so dass die Verschie- 


*) Proprietes relatives au deplacement fini quelconque dans l’espace d’une figure 
de forme invariable.. Comptes rendus, Bd. 51 u. 52. 
*#) Proprictes geometriques relatives au mouvement infiniment petit d’un eorps 
solide lihbre dans l’espace. Comptes rendus, Bd. 16. 5. 1420— 1432. 
*##) Ueber unendlich kleine Bewegungen und über Kraftsysteme bei allgemeiner 
projeetivischer Massbestimmung. Matlı. Annalen, Bd.7. >. 56. 


Journal für Mathematik Bd. XCVIIH. Heft 4. 
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bungen, durch welche das System aus der einen Lage in die folgende 


übergeführt werden kann, von endlicher Grösse sind und um diserete 
Schraubenaxen stattfinden. Die Resultate, welche ich ableiten werde, lassen 
alsdann eine doppelte Anwendung zu. Erstens können sie auch als Eigen- 
schaften der speciellen tetraedralen Linieneomplexe ausgesprochen werden, 
welche durch Beziehung von eongruenten Räumen auf einander erzeugt 
werden; zweitens aber — und dies dürfte vielleicht noch wiehtiger sein - 
sehen sie, wenn man die auf einander folgenden Verschiebungen, resp. 
Schraubenbewegungen als unendlich klein voraussetzt, in 'T'heoreme über 
die Krümmung der Bahnen über, welche von den Punkten eines beliebig 
bewegten starren Körpers beschrieben werden. Einzelne Probleme über 
die Krümmungsverhältnisse dieser Bahncurven sind übrigens auch schon 
von anderer Seite der Behandlung unterworfen worden; und zwar sind hier- 
über besonders zu erwähnen die bezüglichen Untersuchungen der Herren 
Mannheim *), Burmester **) und Mehmke**”). Auch in einer analytisch 
»ehaltenen Abhandlung des Herrn Jordan 7) finden sich einige hierher 
gehörige Resultate. 

Während die beiden oben angeführten Arbeiten von Chasles sich 
ausschliesslich mit der Bewegung von starren, unveränderlichen Systemen 
beschäftigen, hat man in neuerer Zeit eine Methode ausgebildet, welche die 
Bewegung starrer Systeme gleichzeitig mit den entsprechenden Problemen 
für veränderliche Systeme zu behandeln gestattet. Diese Methode wurde 
von Herrn Durmester in der genannten Abhandlung zuerst angewandt. Iel 
werde mich jedoch im Folgenden wiederum direet an Chasles selbst an- 
schliessen. Dies geschieht aus einem doppelten Grunde. Einerseits, um die 
besonderen Beziehungen nicht zu verlieren, welche in der starren Unver- 
änderliehkeit des bewegten Systems liegen, und andrerseits, weil sich aus 
den Sätzen, die Chasles aufgestellt hat, unmittelbar ein fundamentales 


*) Sur les trajeetoires des points d’une droite mobile dans l’espace. Comptes 
rendus, Bd. 76. 8. 55l u. 655. 

*#) Kinematisch geometrische Theorie der Bewegung der affin-veränderlichen, 
ähnlich veränderlichen und starren räumlichen oder ebenen Systeme. Zeitschrift fü 
Math. u. Phys. Bd. 23. S. 108. 

=##) Ueber den geometrischen Ort der Punkte ohne Normalbeschleunigung in 
einer Phase eines starren oder affin veränderlichen Systems. Civilingenieur, Bd. 2). 

7) Sur le mouvement des figures dans le plan et dans l’espace. Bulletin de 


la societe math&ematique de France. Bd. I. S. 144. 
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Resultat ergiebt, welches mit Leichtigkeit gestattet, eine einheitliche Behand- 


lung des vorliegenden Gegenstandes zu geben. 

1. Es seien $&, >, 3, ... verschiedene Lagen desselben starren 
Systems, so lässt sich, wie Chasles zuerst gezeigt hat, das System I’ durch eine 
Sehraubenbewegung von bestimmtem Parameter und bestimmter Axe in die 
Lage &, überführen, ebenso &, nach 8, u. s. w. Ist nun P ein beliebiger 


m 


Punkt von &, ist P” der Halbirungspunkt der Strecke PP,, und F” das 


von den Punkten P” gebildete räumliche System, so bestehen die Sätze, 
dass jeder Geraden g von > wieder eine Gerade g” von 2” entspricht, 
und ebenso jeder Ebene e eine Ebene &”, d.h. die beiden Systeme IF und 
X” sind zu einander collinear, und da sie überdies die unendlich ferne 
Ebene entsprechend gemein haben, so sind sie sogar affın. Erriehtet 
man ferner in P” auf der Geraden PP, die Normalebene 7”, so bilden. wie 
ebenfalls aus der Chaslesschen Abhandlung hervorgeht, die Ebenen 7’ mit 
den Punkten P" ein Nullsystem. Denn liegen die Punkte P” auf einer 
Ebene &”, so schneiden sich die zu ihnen gehörigen Normalebenen sämmt- 


ın 


lieh in einem Punkte von €”, dessen Normalebene &” selbst ist. Demnach 
ist das System >” der Normalebenen rn” dem System 2”, also auch dem 
System & der Punkte P reeiprok zugeordnet. Erriehtet man ebenso im 
Mittelpunkte PT’ der Strecke P,P, die Normalebene 7}, so bilden auch die 
Ebenen / mit den Punkten PY ein Nullsystem, d.h. das System 37 ist 


reeiprok zum System 3. Da nun die Systeme FI und F&, einander con- 


eruent sind, so folgt: und diese T'hatsache scheint, soweit mir bekannt, 
von den Geometern bisher nicht beachtet worden zu sein — die Systeme 


=’ und 37 sind zu einander collinear. Je zwei entsprechende Normal- 


ebenen z” und z/ von 2” und 3” schneiden sieh aber in einer Geraden. 
welehe durch den Mittelpunkt des dem Dreieck PP,P, umschriebenen 
Kreises geht, und auf der Ebene desselben senkrecht steht. Diese Gerade 
will ieh die Mittelpunktsaxe % des Punktes P nennen; alsdann folgt. dass 
die sämmtlichen zu den Punkten P gehörigen Mittelpunktsaxen k einen allge- 
meinen tetraedralen Strahlencomplex bilden. 

Werden die Verschiebungen, welche das System I erleidet, unendlich 
klein, so geht diese Gerade k in die Krümmungsaxe der von P beschrie- 
benen Bahn über, so dass alle für die Geraden k gefundenen Sätze sich 
ohne Weiteres von den Krümmungsaxen der von den Punkten des Systems 
beschriebenen Bahneurven aussprechen lassen. 
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2. Der eben aufgefundene Complex wird im Allgemeinen weder reellı 
Hauptebenen, noch reelle Hauptpunkte enthalten, weil zwei einander zuge- 
ordnete Normalebenen 7” und n/ im Allgemeinen nicht zusammenfallen 
können. Soll dies nämlich möglich sein, so muss, da rn” durch P” geht, 
und auf PP, senkrecht steht, und ebenso 7 durch PY geht und auf P,P 
senkreeht steht, P mit P, zusammenfallen, was eben nur unter besonderen 
Bedingungen eintreten kann. Wenn nun in Wirklichkeit die homologen 
Punkte P und P, in einander liegen, so sind die Systeme I und 3, als 
zwei Lagen desselben Körpers zu betrachten, welche einen festen Punkt 
semeimsam haben; alsdann lässt sich, wie bekannt, IF stets durch Drehung 
um eine durch P gehende Axe p in die Lage 3, bringen, d.h. & und $ 
haben in diesem Fall eine Gerade p Punkt für Punkt entsprechend gemein. 
Mithin fällt jeder Punkt Q dieser Geraden mit dem homologen Punkt 0 
zusammen, also auch Q” mit Q7' und die Normalebene #2” mit #7: d.h. die 
beiden eollinearen Räume I” und 7 haben in diesem Fall eine Punkt- 
reihe und einen Ebenenbüschel entsprechend gemein. Wenn endlich I” und 
>’ noch eine weitere Hauptebene e” enthalten, die nicht dem eben genannten 
KEbenenbüschel angehört, so ergiebt sich in derselben Weise, dass auch der 
Punkt R mit AR, zusammenfällt; alsdann liegen aber je zwei entsprechende 
Punkte von F und 3, in einander, d. h. I” und FI? haben alle ihre Ebenen 
und Punkte entsprechend gemein. 

Es giebt noch einen Ausnahmefall, der besonders erwähnt werden 
muss, nämlich denjenigen, in welchem die unendlich ferne Ebene eine 
Hauptebene von I” und &7 ist. Die unendlich ferne Ebene ist stets die 
Normalebene des unendlich fernen Punktes der Schraubenaxe; soll sie also 
eine selbstentsprechende Ebene von FI” und 3/7 sein, so müssen die Axen 
der beiden auf einander folgenden Verschiebungen parallel sein, oder auch 
zusammenfallen. Umgekehrt ist ebenfalls klar, dass wenn die beiden 
Schraubenaxen parallel sind, die unendlich ferne Ebene eine selbstent- 
sprechende Ebene der beiden von den Normalebenen gebildeten collinearen 
häume ist. Sind dagegen die Axen x und y, der auf einander folgenden 
Verschiebungen nicht parallel, so ist die unendlich ferne Ebene für die erste 
Verschiebung Normalebene des unendlich fernen Punktes der Axe x, dagegen 
für die zweite Verschiebung Normalebene des unendlich fernen Punktes von yı. 


während die Normalebene des unendlich fernen Punktes von x. wie die Nor- 


9 


malebene eines jeden unendlich fernen Punktes, zu y, parallel ist. 
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| | Diesen Ausnahmefall habe ich besonders angeführt, weil er uns an 

Fi anderer Stelle wieder begegnen wird. 

| & 3. Der von den Geraden %k gebildete Strahlenceomplex lässt sich 
| bekanntlich in einfacher Weise auf das räumliche System > projeetivisch 


abbilden, und zwar so, dass jedem Complexstrahl % der zugehörige Punkt 


P von I entspricht. Von den vielen Folgerungen, welche sich daraus er- 
»eben, mögen die nachstehenden angeführt werden. 
| Die zu den Punkten einer Geraden g gehörigen Mittelpunktsaxen A 


t bilden im Allgemeinen die eine Regelschaar eines einfachen Hyperboloids. 
} | Sie ist das Erzeugniss der beiden projeetivischen Ebenenbüschel, deren Axen 
die zu g reeiproken Geraden g” und gi sind. 
Die zu den Punkten einer beliebigen Ebene 7 zugehörigen Geraden 
k bilden im Allgemeinen die sämmtlichen Secanten einer Raumeurve dritter 
Ordnung. Sie sind das Erzeugniss der beiden collinearen Ebenenbündel. 
deren Scheitel die Nullpunkte der Ebenen =” und 7’ sind. 


| Ferner bilden diejenigen Geraden k, welche durch einen beliebigen 
Punkt des kaumes gehen, im Allgemeinen einen Kegel zweiten Grades. 
! Derselbe wird von zwei projeetivischen Ebenenbüscheln erzeugt, deren 


Axen g’ und g/ sich in dem genannten Punkte schneiden. Daher liegen 
| die Punkte von >, welche jenen Geraden % entsprechen, auf der zu g’ 
reeiproken Geraden g. 
Diejenigen Geraden k, welche in einer beliebigen Ebene des Raumes 
enthalten sind, umhüllen im Allgemeinen einen Kegelschnitt,. und die Ebenen 


von 2”, welche sich mit den zugehörigen Ebenen von &7 in diesen Axen 


) schneiden, bilden einen Ebenenbüschel dritter Ordnung. Ist nämlich & eine 
| | beliebige Ebene von >”, so erzeugt dieselbe mit e/ einen Ebenenbüschel 
| 3 dritter Ordnung, welcher & und e/ enthält. Dieser Ebenenbüschel wird im 


| i Allgemeinen nicht zerfallen; dies kann nur eintreten, wenn &’ und & einen 


"’unkt, resp. eine Gerade entsprechend gemein haben. Betrachtet man den- 


| | selben als einen Büschel des Systems > und bezeichnet die Ebene &” als 
| | bene von &7 durch 7, so entspricht ihm im System I” ein Büschel, der 


von den Ebenen 7” und &” gebildet wird. Je zwei homologe Ebenen dieser 
beiden Büschel schneiden sich alsdann in je einer Geraden Ak, welche in 
der Ebene #” liegt. Nun entspricht einem Ebenenbüschel, der die Ebenen 

und 7” enthält, im System > eine Raumeurve dritter Ordnung, welche 


(durch diejenigen Punkte E und H hindurchgeht, deren Normalebenen &* und 
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’ 


n" sind; d.h. die Punkte von &, zu denen die in e liegenden Geraden } 
gehören, bilden im Allgemeinen eine Raumeurve dritter Ordnung, welche 
durch die eben bestimmten Punkte Z und H hindurchgeht. 

Die vorstehenden Sätze erleiden leicht anzugebende Modificationen, 
wenn einer der oben erwähnten Ausnahmefälle eintritt; ich unterlasse es. 
auf dieselben näher einzugehen. 

4. Wird für die eben betrachtete Ebene &” die unendlich ferne Ebene 
vesetzt, so bilden, da die unendlich ferne Ebene im Allgemeinen keine selbst- 
entsprechende Ebene von >” und >7 ist, die in ihr liegenden Geraden 
im Allgemeinen einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung und die zugehörigen 
Punkte ? von 3 eine Raumeurve dritter Ordnung. Für jeden Punkt P 
dieser Curve ö sind aber die beiden zugehörigen Normalebenen einander 
parallel, er hat also die Eigenschaft, dass für ihn drei auf einander folgenile 
Lagen P, P,, P, auf derselben Geraden liegen. Beachtet man noch, dass 
die unendlich ferne Ebene Normalebene des unendlich fernen Punktes der 
Schraubenaxe ist, dass also die Punkte E und H die unendlich fernen Punkte 
der beiden Schraubenaxen sind, so folgt: 

Alle Punkte des starren Systems, für welche drei auf einander folgende 
Lagen in derselben Geraden liegen, bilden im Allgemeinen eine Raumeurve i 
dritter Ordnung. Dieselbe geht durch die unendlich fernen Punkte der beiden 
(rerader des Systems, um welche die beiden Schraubenbewegungen, die dasselbe 
erleidet, stattfinden. 

Die Curve wird demnach im Allgemeinen eine räumliche Hyper- 
bel sein. 

Solange die Raumeurve ö nicht zerfällt, können auf einer beliebigen 
(reraden höchstens zwei Punkte existiren, für welche die drei Lagen 
P, P, P, eine gerade Linie bilden. Für eine solehe Gerade haben die 


beiden Paraboloide, welche von den Verbindungslinien PP, resp. PP, ge- 


bildet werden, zwei Erzeugende gemein, woraus noch beiläufig folgt, «dass 
die Schnitteurve dieser Paraboloide in vier gerade Linien zerfällt. Die 
(sesammtheit aller Geraden dieser Art bildet ein Strahlsystem erster Ord- 
nung und dritter Klasse, nämlich das Secantensystem der Raumeurve '. 
Wie oben gezeigt wurde, bilden die Mittelpunktsaxen, welche zu 
den Punkten einer beliebigen Geraden g gehören, die eine Regelschaar 
eines Hyperboloids. Besitzt die Gerade g einen Punkt der betrachteten 
Art, so geht die Regelschaar in ein Paraboloid über. Enthält g zwei der- 














































Schoenflies, über die Bewegung starrer Körper. 271 


ia artige Punkte, so liegen zwei Geraden k im Unendlichen, d. h. zwei Paare 
:he entsprechender Normalebenen der Büschel 9” und g/ sind parallel. Daher 
sind g’ und gi selbst parallel, die Geraden % bilden daher eine Cylinder- 
en. fläche, und zwar eine hyperbolische, elliptische oder parabolische, je nach- 
es lem die Gerade g eine eigentliche Secante, eine uneigentliche Secante oder 
eine Tangente der Raumeurve # ist. 
ine 5. Die soeben gewonnenen Resultate verlieren ihre Gültiekeit. 
st- wenn die unendlich ferne Ebene eine selbstentsprechende Ebene von X° 
ih und 27 ist, d.h. wenn die beiden auf einander folgenden Sehraubenaxen x 
en und 9, parallel sind. Während sich die Raumeurve ’ als Erzeugniss 
pP zweier eollinearen Strahlenbündel ergab, deren Scheitel die unendlich fernen 
der Punkte der beiden windschiefen Axen x und y, sind, erhält man in diesem 
nde Fall die Punkte / der betrachteten Art durch zwei collineare Strahlen- 
aan bündel, deren Scheitel in den unendlich fernen Punkten zweier parallelen 
der (Geraden liegen. Demnach redueirt sich der Ort derjenigen dieser Punkte. 
kte welche im Endlichen liegen, auf eine Gerade, welche selbst zu den Axen 
der Schraubenbewegungen parallel ist. 
u Es lässt sich aber auch umgekehrt zeigen, dass wenn die Raum- 
ur eurve d zerfällt, die Axen der beiden Schraubenbewegungen parallel sein 
u müssen. Denn wenn @ zerfallen soll, so muss es eine Gerade y von der 
‚Ihe | lüigenschaft geben, dass für alle Punkte derselben drei auf einander folgende 
Lagen in derselben Geraden liegen. Nun bilden die Verbindungslinien der 
an Punkte P und P, einer beliebigen Geraden im Allgemeinen die eine Regel- 
schaar eines hyperbolischen Paraboloids; dies enthält in dem hier betrach- 
ven teten Fall drei Lagen g, g,, g, der Geraden g, und zwar werden diese drei 
ven Geraden von allen Geraden der Regelschaar in congruenten Punktreihen 
din getroften. Es kann aber kein eigentliches Paraboloid existiren, für welches 
u dies zutrifft. Denn je zwei Geraden einer Regelschaar eines Paraboloids, 
En welche von allen Erzeugenden der andern Schaar in eongruenten Punkt- 
Die | 'eihen getroffen werden, sind gleich geneigt gegen die Richtungsebene 
&. | dieser Schaar, und solcher Geraden kann es nur zwei geben. Demnach 
liegen die Verbindungslinien der homologen Punkte von y und g, sämmt- 
ni lich in einer Ebene, und daraus folgt wieder, dass sie zu einander parallel 
ki sind, da es ja sonst nur zwei Punkte der betrachteten Art auf der Geraden 
& y geben kann. Aber jede Gerade, für welche die Verbindungslinien PP, 


sämmtlich zu einander parallel sind, ist zur Axe der Schraubenbewegung 
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parallel, also muss g mit der Axe x selbst parallel laufen. Beachtet man 
nun, dass die Verbindungslinien PP, der Punkte von g und g, mit den 
Verbindungslinien P,P, der Punkte von g, und g, identisch sind, so folgt 
ebenso, dass auch die Gerade g, der Schraubenaxe y, parallel ist, d. h. die 
beiden Axen x und y, sind selbst parallel. Demnach ergiebt sich: 

Wenn eine Gerade existirt, deren sämmtliche Punkte die Eigenschaft 
haben, dass die drei Lagen P, P,, P, in einer Geraden liegen, so sind die 
beiden Axen x und y,, um welche die beiden Schraubenbewegungen stattfinden. 
einander parallel, und umgekehrt: Sind die Aren x und y, zu einander parallel, 
so eristirt eine derartige (Gerade. 

Die Lage dieser Geraden lässt sich folgendermassen bestimmen: 
Man betrachte alle Punkte, für welche ?, P,, P, eine zu x parallele Ebene 
bilden. Diese Punkte genügen sämmtlich der Bedingung, dass die Pro- 


jeetionen von PP, und P,P, auf eine zu x senkrechte Ebene eine gerade 


Linie bilden. Daraus ergeben sich die Gleichungen: 


rtelo+r”tglo, = ucose, 
m ‚m 


7 —r"” = usino, 


(m) m) 


wenn r"”, r”' die Abstände der Geraden g”, g’ von x resp. y, sind, « die 
Entfernung von z und y,. ® und w, die Rotationscomponenten der Schrauben- 
bewegungen, und @ der Winkel, welchen r” und ri” mit der Normale deı 
Ebene xy, bilden. Unter diesen Punkten liegen nun diejenigen auf der 
(reraden g, für welehe PP, und PP, dieselbe Neigung gegen die Axe x 


besitzen; dies liefert die weitere Gleichung 


> > 
e e, 


rt ten’ 
wo e und e, die Gleitungscomponenten der Schraubenbewegung bedeuten. 
Dureh diese drei Gleiehungen ist die Lage der Geraden g vollständig be- 
stimmt. Bezeiehnet man noch die Grösse e:tg}w durch p, so lassen sich 
die ersten beiden Gleichungen in folgende 


rim) u e 
Ä =d,. 


cosa tg4m e-e, 


r(m) ) 
A d, 
P,—-P 


überführen. Dieselben zeigen, dass die Gerade g die Sechnittlinie zweieı 


sin« 


hotationseylinderflächen ist, von denen die eine d zum Durchmesser hat 
und die Ebene der beiden Schraubenaxen berührt, während die andere d 
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zum Durchmesser und die Ebene .ry, zur Durehmesserebene hat. Diese 
beiden Cylinderflächen sind das genaue Analogon der beiden Kreise, welche 
Bresse für die Bewegung eines ebenen Systems in seiner Ebene gefunden hat. 

6. Während es unendlich viele Punkte giebt. für welche drei auf 
einander folgende Lagen derselben Geraden angehören, wird es im Allge- 
meinen keinen im Endlichen liegenden Punkt geben, für den auch noch die 
vierte Lage, 7, auf der Geraden PP,P, bleibt. Ist nämlich 3, das starre 
System in der vierten Lage, so gehört zu I, 3, 3, eine Raumeurve ö 
als Ort aller Punkte, für welche P., P, P, eine Gerade bilden. Wie be- 
wiesen, lässt sich die Raumeurve als Erzeugniss von zwei eollinearen 
Biindeln betrachten, deren Mittelpunkte in den unendlich fernen Punkten 
von z und y, liegen; ebenso erscheint die Raumeurve ö, als Erzeugniss 
von zwei collinearen Bündeln, deren Mittelpunkte in den unendlich fernen 
Punkten der Schraubenaxen y, und z, liegen. Die beiden Raumeurven 
und © haben daher im Allgemeinen nur den unendlich fernen Punkt der 
Geraden y, gemein; sie haben nur in dem Falle noch andere gemeinsame 
Punkte, wenn irgend drei entsprechende Strahlen der drei ecollinearen Bündel 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, was im Allgemeinen nicht 
einzutreten braucht. Hiermit wird ein Satz modifieirt, welcher sieh in 
einer kürzlich von mir veröffentlichten Arbeit über unendlich kleine Bewe- 
gungen starrer Systeme findet, vgl. Sur la ecourbure des lignes ete., M&moires 
de la soeiete royale des seiences de Liege. Serie 2, Bd. XL, $6 u. 7. 
Nur unter der ganz besonderen Bedingung, dass bei der Bewegung des 
Systems ein oder zwei Punkte desselben feste Gerade zu durchlaufen haben, 


giebt es Schnittpunkte der Curven 


und ö. Uebrigens will ich hier noch 
ausdrücklich darauf hinweisen, dass die betrachteten Gebilde zum Theil als 
lülemente des beweglichen Systems, zum Theil als Elemente des absoluten 
kaumes zu betrachten sind. Z. B. gehören die Uurven Ö und ö, ferner 
die sie erzeugenden collinearen Bündel dem beweglichen System an; da- 
gegen sind die Ebenenbüschel, gebildet von & und &, u. s. w., als Elemente 
des absoluten Raumes anzusehen. 

‘. Es mögen wiederum $&, 3, 3, $, vier verschiedene Lagen des 
starren Systems sein, und zwar soll ausdrücklich vorausgesetzt werden, dass 
die Axen der zugehörigen Schraubenbewegungen ganz beliebige Lage im 
kaume haben. Ferner seien wieder >”, 2/, >27 die drei entsprechenden 
Systeme der Normalebenen, so schneiden sich je drei homolore Normal- 
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parallel, also muss g mit der Axe x selbst parallel laufen. Beachtet man 
nun, dass die Verbindungslinien PP, der Punkte von g und g, mit den 
Verbindungslinien PP, der Punkte von g, und g, identisch sind, so folgt 
ebenso, dass auch die Gerade g, der Schraubenaxe y, parallel ist, d. h. die 
beiden Axen x und y, sind selbst parallel. Demnach ergiebt sich: 

Wenn eine Gerade existirt, deren sämmtliche Punkte die Eigenschaft 
haben, dass die drei Lagen P, P,, P, in einer Geraden liegen, so sind die 
beiden Axen x und y,, um welche die beiden Schraubenbewegungen stattfinden, 
einander parallel, und umgekehrt: Sind die Aren x und y, zu einander parallel, 
so eristirt eine derartige Gerade. 

Die Lage dieser Geraden lässt sich folgendermassen bestimmen: 
Man betrachte alle Punkte, für welche P, P,, P, eine zu x parallele Ebene 


bilden. Diese Punkte genügen sämmtlich der Bedingung, dass die Pro- 
jeetionen von PP, und PP, auf eine zu x senkrechte Ebene eine gerade 


Linie bilden. Daraus ergeben sich die Gleichungen: 
rtolo+ri"tglw, = ucose, 
r’—r" = usino, 


(m) 


vun r; 


wenn r die Abstände der Geraden g”, gi’ von x resp. y, sind, = die 
Entfernung von x und y,, ® und ®, die Rotationscomponenten der Schrauben- 
bewegungen, und «@ der Winkel, welchen r” und r|” mit der Normale der 
Ebene xy, bilden. Unter diesen Punkten liegen nun diejenigen auf der 
(reraden g, für welche PP, und PP, dieselbe Neigung gegen die Axe x 
besitzen; dies liefert die weitere Gleichung 


> > 
€ e, 


rt reiten’ 
wo e und e, die Gleitungscomponenten der Schraubenbewegung bedeuten. 
Durch diese drei Gleichungen ist die Lage der Geraden g vollständig be- 
stimmt. DBezeichnet man noch die Grösse e:tg}w durch p, so lassen sich 
die ersten beiden Gleichungen in folgende 


r(m) 7 e 
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überführen. Dieselben zeigen, dass die Gerade y die Schnittlinie zweier 
Itotationseylinderflächen ist, von denen die eine d zum Durchmesser hat 
und die Ebene der beiden Schraubenaxen berührt, während die andere d 
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En zum Durchmesser und die Ebene xy, zur Durchmesserebene hat. Diese 
den | beiden Cylinderflachen sind das genaue Analogon der beiden Kreise, welche 
gt | Bresse für die Bewegung eines ebenen Systems in seiner Ebene gefunden hat. 
die | 6. Während es unendlich viele Punkte giebt. für welche drei auf 


einander folgende Lagen derselben Geraden angehören, wird es im Allge- 


vafi meinen keinen im Endlichen liegenden Punkt geben, für den auch noch die 
die vierte Lage, P,, auf der Geraden PP,P, bleibt. Ist nämlich &, das starre 
len, System in der vierten Lage, so gehört zu I, 3, 3, eine Raumeurve 
lel, als Ort aller Punkte, für welche P,, P, P, eine Gerade bilden. Wie be- 


wiesen, lässt sich die Raumeurve als Erzeugniss von zwei collinearen 


en: Biindeln betrachten, deren Mittelpunkte in den unendlich fernen Punkten 
uno von z und y, liegen: ebenso erscheint die Raumeurve ö, als Erzeugniss 
) 

ro- 


von zwei collinearen Bündeln, deren Mittelpunkte in den unendlich fernen 


ade .7 


Punkten der Schraubenaxen y, und z, liegen. Die beiden kaumeurven i 
und % haben daher im Allgemeinen nur den unendlich fernen Punkt der 
(Geraden y, gemein; sie haben nur in dem Falle noch andere gemeinsame 
Punkte, wenn irgend drei entsprechende Strahlen der drei eollinearen Bündel 
die sich in einem und demselben Punkte schneiden, was im Allgemeinen nicht 
En- | einzutreten braucht. Hiermit wird ein Satz modifieirt, welcher sieh in 
der einer kürzlich von mir veröffentlichten Arbeit über unendlich kleine Bewe- 
der sungen starrer Systeme findet, vgl. Sur la courbure des lignes ete., M&moires 
x de la soeiete royale des sciences de Liege. Serie 2, Bd. XL, $6 u. 7. 
Nur unter der ganz besonderen Bedingung, dass bei der Bewegung des 

Systems ein oder zwei Punkte desselben feste Gerade zu durchlaufen haben, 

| giebt es Schnittpunkte der Curven © und öü. Uebrigens will ich hier noch 

ten. 1 ausdrücklich darauf hinweisen, dass die betrachteten Gebilde zum Theil als 
be- | Klemente des beweglichen Systems, zum Theil als Elemente des absoluten 


sich kaumes zu betrachten sind. Z. B. gehören die Uurven 


und ö,, ferner 
die sie erzeugenden collinearen Bündel dem beweglichen System an; da- 
gegen sind die Ebenenbüschel, gebildet von &* und &, u. s. w., als Elemente 
des absoluten Raumes anzusehen. 

‘. Es mögen wiederum $&, 3, 3, 3, vier verschiedene Lagen des 
starren Systems sein, und zwar soll ausdrücklich vorausgesetzt werden, dass 
die Axen der zugehörigen Schraubenbewegungen ganz beliebige Lage im 
kaume haben. Ferner seien wieder >’, 27, >27 die drei entsprechenden 
Systeme der Normalebenen, so schneiden sich je drei homologe Normal- 
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ebenen 7”, 77, = in einem Punkte 7°, welcher von P, P, PB, P; gleichen 
Abstand hat, also der Mittelpunkt einer Kugel ist, welehe durch die vier 
Lagen P, P, P, P, hindurchgeht. Es ist demnach jedem Punkt P von & 
im Allgemeinen ein Punkt P° zugeordnet, und die Punkte P° bilden ein 
räumliches System >”. Es ist aber auch umgekehrt, wie sich unmittelbar 
ergiebt, jedem Punkt P° im Allgemeinen ein bestimmter Punkt von & zu- 
geordnet. Die Systeme > und > stehen also in einer eindeutigen Ver- 
wandtschaft zu einander. Welcher Art diese Verwandtschaft ist, ergeben 
die folgenden Sätze. 

Liegen die Punkte P von 3 auf einer Geraden g, so bilden die 
Mittelpunkte der ihnen entsprechenden Kugeln eine Raumeurve dritter Ord- 
nung. Dieselbe ist das Erzeugniss der drei projeetivischen Ebenenbiüschel. 
deren Axen die zu g reeiproken Geraden g’, g/, 92 sind. 

Liegen die Punkte P von F auf einer Ebene &, so bilden die Mittel- 
punkte der ihnen entsprechenden Kugeln eine Fläche dritter Ordnung. 
Dieselbe ist das Erzeugniss der drei ceollinearen Ebenenbündel, deren 
Scheitel die Nullpunkte der Ebenen &”, &', & 

Bilden die Punkte P’ von &° eine Gerade g’, so bilden die ihnen 


sind. 


zugeordneten Punkte ? von F eine Raumeurve dritter Ordnung. Denn sei 
e eine beliebige Ebene von 3, so liegen die zugehörigen Punkte P°, wie 
eben bewiesen, auf einer Fläche dritter Ordnung. Es liegen daher drei 
Punkte dieser Fläche auf der Geraden g‘, d.h. es giebt in jeder Ebene 
drei Punkte P, für welche die zugehörigen Punkte P° auf g’ liegen. 

Bilden die Punkte P° von 3° eine Ebene «©, so liegen die ihnen 
zugeordneten Punkte / von F auf einer Fläche dritter Ordnung. Denn 
ist g eine beliebige Gerade von 3, so befinden sich die Punkte P', welche 
den Punkten von g entsprechen, auf einer Raumeurve dritter Ordnung; es 
giebt daher drei Punkte der Geraden g, für welche die entsprechenden 
Punkte P° auf « liegen. 

8. Lassen wir die Ebene e ins Unendliche rücken, so haben die 
zugeordneten Punkte ? von & die Eigenschaft, dass die vier Lagen /, P.. 
P,, P,; in derselben Ebene enthalten sind. Demnach ergiebt sich: 

Es giebt in dem räumlichen System > unendlich viele Punkte P von 
der Eigenschaft, dass die vier Lagen P, P,, P,, P, einer einzigen Ebene an- 
gehören. Die Gesammtheit derselben bildet im Allgemeinen eine Fläche dritter 


3 


Ordnung F'. Auf derselben liegt auch die oben gefundene Raumecurve i. 
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Sowie die Fläche F? zu den Lagen 8, 3, 3, 3, des starren 


oO 
5, 3, 2, gehört, und die Curve ö, enthält. Diese beiden Flächen schneiden 


Systems gehört, so giebt es auch eine Fläche F}, die zu den Lagen $,, 


’% 


sich in einer Raumeurve neunter Ordnung: dieselbe muss aber in die Uurve 
? und eine Kaumeurve sechster Ordnung ec’ zerfallen. Denn die Curve ö, 
enthält diejenigen Punkte, für welche P,, P,, P, eine Gerade bilden, für sie 
oehören aber ebenfalls ?, P,, P,, P, derselben Ebene an. Daraus folgt, 
dass die Curve ö, nicht allein auf F}, sondern auch auf F’ liegt: jede Fläche 
F’ enthält demnach zwei auf einander folgende Curven ®. 

Von den Punkten der Curve ce’ lässt sich beweisen, dass für sie 
sogar die fünf Lagen P, P,, P,, P,, P, derselben Ebene angehören. Denn 
Pi 
beide Ebenen haben also die Punkte P,P,P, gemein; und da dieselben, als 


es liegen sowohl P, P,, P,, P, in einer Ebene, als auch P, P,, P;, 
Punkte von ec’, im Allgemeinen nicht in einer Geraden liegen, so miissen 
die beiden Ebenen zusammenfallen. Dies braucht jedoch nicht der Fall zu 
sein, wenn P,, P,, P, eine Gerade bilden. Dann werden vielmehr die beiden 
Ebenen im Allgemeinen verschieden sein und sieh in der Geraden PP,P, 
schneiden; d.h. 

Es giebt unendlich viele Punkte des starren Systems, für welche die 
fünf Lagen P, P,, P;,, P,, P, derselben Ebene angehören. Dieselben bilden 
im Allgemeinen eine Raumeurve sechster Ordnung ce, welche zusammen mit i} 
den Durchschnitt der Flächen F’ und F} darstellt. 

Nehmen wir nun noch die Fläche F} hinzu, welche den Systemlagen 
=, 2;, 2, 2, entspricht, so erhalten wir 27 Sehnittpunkte. „Jeder dieser 
27 Punkte hat die Eigenschaft, dass für ihn je vier auf einander folgende 
lagen derselben Ebene angehören. Von diesen 27 Punkten lehrt nun eine 
einfache Betrachtung, dass für alle diejenigen von ihnen, welche nicht auch 
auf ö, oder ö liegen, dıe drei Ebenen, gebildet durch PP,PP,, P,P,P,P,. 
P,P,P,P,, zusammenfallen, d. h. für jeden dieser Punkte gehören sogar sechs 
auf einander folgende Lagen einer und derselben Ebene an. Ist näm- 
lich P ein Punkt von ö, so brauchen die Ebenen PP,P,P, und PPP,P, 
nicht zusammenzufallen, da ihre drei gemeinsamen Punkte eine Gerade 
bilden, und ist P ein Punkt von , so gilt dasselbe für die Ebenen P,P,P,P, 
und 3,P,P,P.. In allen andern Fällen dagegen sind die drei betrachteten 
Ebenen identisch. Nun enthalten F? und F? die Curve #: dieselbe wird 
von F} in neun Punkten geschnitten, und diese neun Punkte sind den drei 


35* 
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Flächen gemeinsam; ebenso enthalten F} und F} die Curve &, und diese 
wird von F’ auch in neun Punkten geschnitten, die allen drei Flächen 
gemeinsam sind; es bleiben also nur noch neun gemeinschaftliche Punkte 
der Flächen F’, F/, F}, die weder auf ö noch auch auf ö liegen. Also folgt: 


Es existiren im Allgemeinen neun Punkte des starren Systems, für 
welche sechs auf einander folgende Lagen P, ... P, derselben Ebene angehören. 
Diese neun Punkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der Curven 

ce und ce}, woraus noch folgt, dass sich zwei auf einander folgende Curven 
ce’ im Allgemeinen in neun Punkten schneiden. Zu ihnen gehört z. B. jeder 
Punkt des starren Systems, der gezwungen ist, sich auf einer festen Ebene 
zu bewegen. Auf jeder Fläche F’ liegen demnach je zwei Curven und 
6 


je zwei Curven €. Die beiden Curven © haben im Allgemeinen keinen 


Punkt gemein, dagegen schneiden sich die Curven ec’ im Allgemeinen in 
neun Punkten. 

9% Auf der Fläche F° giebt es noch eine andere Curve sechster 
Ordnung, 4, welche erwähnenswerth ist. Nämlich unter den Punkten des 
starren Systems, welche auf F” liegen, existiren im Speciellen noch solche. 
für welehe die vier Lagen P, P, PB, P;, nicht allein derselben Ebene, 


sondern sogar demselben Kreise angehören. Für die Punkte dieser Art 


v 3 


müssen die drei entsprechenden Normalebenen 7”, 77, 3 sich in einer und 
derselben Geraden schneiden. Ist nun & eine beliebige Ebene von 3, so 
bilden die Normalebenen ihrer Punkte drei eollineare Ebenenbündel, deren 
Scheitel die Nullpunkte von &”, &', & sind, die im Allgemeinen nicht zu- 
sammenfallen. Es giebt aber bekanntlich für drei collineare Ebenenbündel, 
deren Scheitel nicht zusammenfallen, im Allgemeinen sechs Geraden, in 
denen sich je drei homologe Ebenen der drei Bündel schneiden; also ent- 
hält auch die Ebene &e im Allgemeinen sechs Punkte der betrachteten Art. 
Demnach ergiebt sich: 

Es giebt in dem starren System unendlich viele Punkte von der Eigen- 
schaft, dass die vier auf einander folgenden Lagen P, P,, P,, P, demselben 
Kreise angehören. Dieselben bilden eine Raumcurve sechster Ordnung, K'. 
welche auf der Fläche F’ gelegen ist. 

Dagegen wird es im Allgemeinen keine Punkte geben, für welche 
auch noch ?, auf dem durch P, P, P, P; bestimmten Kreise liegt. Denn 
die beiden Raumeurven 4’ und 4) haben im Allgemeinen keinen Punkt mit 
einander gemein. 
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10. Es sollen endlich noch vier auf einander folgende Systeme von 


Normalebenen 3”, 3/7, &/, 37 betrachtet werden, so bilden je vier homo- 
loge Ebenen ’, nr, 2, nz ein Tetraeder; es kann jedoch der Fall ein- 
treten, dass sich dieselben in einem und demselben Punkt, nämlich in 7°, 
schneiden. Ist nun g eine beliebige Gerade von &, so bilden die Normal- 
ebenen ihrer Punkte für die fünf auf einander folgenden Lagen von I vier 
projeetivische Ebenenbüschel, deren Axen g’, gi, 9%, 95 sind. Es giebt aber 
bekanntlich im Allgemeinen je vier Ebenen eines jeden Büschels, welche 
sich mit den entsprechenden Ebenen der andern drei Büschel in einem und 
demselben Punkte schneiden. Demnach existiren auf der beliebigen Ge- 
raden g im Allgemeinen vier Punkte der betrachteten Art, nämlich diejenigen 
vier Punkte, welche den vier Ebenen des Büschels g* in > entsprechen. 
Diese Punkte sind dadurch charakterisirt, dass für sie fünf Lagen derselben 
Kugel angehören; also folgt: 

Es giebt in dem starren System unendlich viele Punkte, welche die 
kigenschaft besitzen, während fünf auf einander folgender Lagen auf einer 
und derselben Kugel zu bleiben. Dieselben bilden eine Fläche vierter Ord- 
nung F". 

Auf dieser Fläche F* liegt auch die oben genannte Raumeurve #4. 
Denn da für jeden Punkt von 4° vier auf einander folgende Lagen dem- 
selben Kreise angehören, so müssen sie mit der nächstfolgenden fünften Lage 
auf einer Kugel liegen. 

Betrachten wir, analog wie oben ($ 8), die Schnitteurve 16. Ord- 
nung der Flächen F* und F/, so lässt sich zeigen, dass dieselbe in die 
Curve 4 und eine Curve zehnter Ordnung 4#' zerfallen muss. Denn die 
Curve 4) enthält diejenigen Punkte P, für welche P, P,, P,, P, auf einem 
Kreise liegen; und diese Punkte besitzen gleichzeitig die Eigenschaft, dass 
P,P,P, P,, P, einer und derselben Kugel angehören. Es folgt also, dass 
F* nicht allein die Curve 4", sondern auch die nächstfolgende Curve 4) enthält. 

Die Punkte von 4" haben im Allgemeinen die Eigenschaft, während 
sechs auf einander folgender Lagen auf derselben Kugel zu bleiben. Denn 
es geht sowohl durch P, ... P,, als auch durch P,, ... P, je eine Kugel: 
beide Kugeln haben daher die Punkte P, P,, P,, P, mit einander ge- 
mein, und da dieselben im Allgemeinen nicht in einer Ebene liegen, so 
folgt, dass beide Kugeln identisch sind. Wenn dagegen der Punkt P der 
Curve A} angehört, so haben die beiden Kugeln zwar auch die Punkte 
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P,, P,, P,, P, mit einander gemein; da dieselben jedoch, als Punkte von 4‘, 
stets in derselben Ebene liegen, so werden die beiden Kugeln im Allge- 
meinen nicht zusammenfallen. Daraus folgt: 

Es giebt unendlich viele Punkte des starren Systems, welche während 
sechs auf einander folgender Lagen auf derselben Kugel bleiben. Dieselben 
bilden im Allgemeinen eine Raumcurve zehnter Ordnung K, welche zusammen 
mit I) den vollständigen Durchschnitt der Flächen F* und F} darstellt. 

Nehmen wir wiederum die Fläche F} hinzu, so erhalten wir im All- 
vemeinen 64 Schnittpunkte. Jeder dieser 64 Schnittpunkte hat die Eigen- 
schaft, dass für ihn je fünf auf einander folgende Lagen derselben Kugel 
angehören. Von jedem derselben, welcher nicht gleiehzeitig auf A) oder % 
liegt, lässt sich wiederum zeigen, dass die drei zugehörigen Kugeln, ge- 
bildet von P, ... Ps Pı, ... P, und PR, ... P, zusammenfallen müssen. Ist 
nämlich / ein Punkt von 4), so können die beiden ersten Kugeln wohl 
von einander verschieden sein, da ihre gemeinsamen Punkte P,, P,, P,, P. 
auf demselben Kreise liegen, und dasselbe folgt für die Punkte von 4% be- 
züglich der zweiten und dritten Kugel. In allen andern Fällen dagegen 
sind die drei Kugeln identisch. Nun enthalten F* und F} die Gurve 4, und 
diese Curve wird von F} in 24 Punkten geschnitten, welche allen drei 
Flächen gemeinsam sind; ebenso enthalten FF und F} die Curve 4; und sie 
wird von F* in 24 Punkten geschnitten, die allen drei Flächen gemeinsam 
sind; es bleiben also nur noch 16 gemeinsame Punkte der drei Flächen. 
die weder auf Ak} noch auf 4 liegen; also folgt: 

Es giebt im Allgemeinen 16 Punkte des starren Systems, welche di: 
Figenschaft haben, während sieben auf einander folgender Lagen auf derselben 
Kugel zu bleiben. 


Diese 16 Punkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der Curven # 


10, 


und 4”; d. h. zwei auf einander folgende Curven #' schneiden sich im Allge- 
meinen in 16 Punkten. Zu ihnen gehört z. B. jeder Punkt, der gezwungen 
ist, sich auf einer festen Kugel zu bewegen. Analog zu $ 8 ergiebt sich 
wieder, dass auf jeder Fläche F* je zwei Uurven 4 und je zwei Ourven 
k' liegen; die beiden Curven A” haben im Allgemeinen keinen gemeinsamen 
Punkt, die beiden Curven 4 dagegen schneiden sich im Allgemeinen in 
16 Punkten. 

ll. Von der Schnitteurve der Flächen F’ und F* lässt sich be- 
weisen, dass sie in die beiden Curven 4’ und ce’ zerfällt. Von der Curve 
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nk 7° ist schon gezeigt worden, dass sie beiden Flächen angehört: dasselbe 
Ilge- muss aber auch für ce’ der Fall sein. In der That, e’ ist eine Curve deı 
Fläche F? und enthält diejenigen Punkte, welche während fünf auf einander 


rend | folgender Lagen in derselben Ebene bleiben; daher liegt sie auch auf F4 
lben und besteht aus denjenigen Punkten dieser Fläche, für welche die zuge- 
ımen hörige Kugel in eine Ebene degenerirt. Es ergiebt sieh übrigens auch 


) L 


direet, dass für alle Punkte von ec’ je vier Normalebenen n”, n}, }, 


All- | sieh in einem, und zwar unendlich fernen Punkte schneiden: denn alle diese 
Sen- | Vormalebenen sind senkrecht zur Ebene PP, P,P,P.,. 
uoe)] | Die Flächen F’, F* und die Curven ©, ec, 4”, # haben demnach 
ri | eine solehe Lage zu einander, dass auf F’ alle Curven ausser 4”, und 
ge- auf F* alle ausser © liegen. Jeder Schnittpunkt von © und F* ist dadurch 
Ist 4 ausgezeichnet, dass für ihn sowohl 7, P, P, eine Gerade bilden, als auch 
vohl P,P, Pa P, P, auf einer Kugel liegen. Dies kann nur dann gleichzeitig 
EP | stattfinden, wenn die Kugel in eine Ebene degenerirt; alsdann gehört aber 
be- | der Punkt P auch der Curve e’ an; d. h. jeder Schnittpunkt von ‘ und F* 
Een fällt in einen Punkt von c', also schneiden sich die Curcen i und ec” im All- 
und | gemeinen in 12 Punkten. Ferner ist ein Schnittpunkt von 4" und F’ da- 
drei durch charakterisirt, dass für ihn die Lagen P, P, P, P, in derselben 
| sie bene und gleichzeitig die Lagen /, P. P, P, P. P, auf derselben Kugel 
sam | bleiben. Dies kann wiederum nur dann stattfinden, wenn die Lagen 
hen. | P,P, PP, P; Punkte eines Kreises sind, d. h. jeder Schnittpunkt von #'" und 


F’ fällt in einen Punkt von 4”, also schneiden sich die Curven k" und k" im 
dir | Allgemeinen in 30 Punkten. 
Iben 12. hkücken die Axen der Schraubenbewegungen einander unendlich 
nahe, und werden die Verschiebungen unendlich klein, so wird das starre 


Jh’ | System eine ganz allgemeine continuirliche Bewegung ausführen. Alsdann 
ee- | gehen die vorstehenden Sätze, wie schon im Anfang dieser Arbeit erwähnt 
gen worden, in Theoreme über die Krümmung der Bahncurven über, welche 
sich | von den Punkten des starren Systems beschrieben werden. Nun sind die 
ven | Bestimmungsstücke einer beliebigen Raumeurve: die Tangente, die Schmie- 
nen F sungsebene, die Normalebene mit der Hauptnormalen, die Krümmungsaxe, 

in . die Schmiegungskugel und die reetifieirende Ebene. Wenn man nun be- 


achtet, dass es im Allgemeinen keinen Punkt des starren Systems geben 
ho- : kann, dessen Bahn eine stationäre Normalebene, resp. Hauptnormale besitzt. 
weil im Allgemeinen kein Punkt des Systems existirt, der sich in einem 
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bestimmten Augenblick in Ruhe befindet, so folgt, dass durch die vor- 
stehenden Resultate die Aufgabe gelöst ist, die geometrischen Oerter der- 
jenigen Punkte des starren Systems zu bestimmen, für deren Bahnen irgend 


eines dieser Bestimmungsstücke stationär wird. Die betreffenden Sätze 
lassen sich ohne Weiteres aussprechen, so dass es überflüssig erscheint, 
dieselben nochmals besonders aufzustellen. Nur darauf möchte ich noc)ı 
hinweisen, dass die Gesammtbheit der Curven ®, ce, 4°, k” je eine Fläche 
bildet, von der Eigenschaft, dass diese Flächen alle Punkte des starren 
Systems enthalten, deren Bahnen im Verlauf der Bewegung irgend einmal 
eine stationäre Tangente, resp. Krümmungsaxe u. s. w. besitzen. Die Natur 
dieser Flächen wird von der Bewegungsart des Systems abhängen. 


(röttingen, im November 1884. 
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Note über die Brennlinien eines unendlich dünnen 
Strahlenbündels. 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


Durch die Untersuchungen von Hamilton, Ch. Sturm und ins Besondere 
durch die von Herrn Kummer sind die geometrischen Eigenschaften unend- 
lieh dünner Strahlenbündel in einer Vollkommenheit dargelegt worden. 
welche die Hinzufügung von Wesentlichem ausschliesst. 

Wenn in Folgendem dennoch eine Bemerkung über die Brennlinien 
unendlich dünner Strahlenbündel mitgetheilt wird, so dürfte diese Bemerkung 
ihre Rechtfertigung darin finden, dass in neuerer Zeit aus der Existenz von 
Brennlinien unendlieh dünner optischer Strahlenbündel, welche den Haupt- 
strahl in schiefer Riehtung durchschneiden, Einwürfe gegen die erwähnten 
Theorien abgeleitet worden sind *). 

Will man unter einer Brennlinie eines unendlich dünnen Strahlen- 
bündels eine Gerade verstehen, welche von jedem Strahl des Bündels in 
seometrischem Sinne geschnitten wird, so ist der Besitz von Brennlinien 
überhaupt keine allgemeine Eigenschaft dieser Strahlenbündel, weder der 
optischen noch der weiteren geometrischen Bündel. Legt man dagegen 
einer solehen Linie die Bedeutung einer Geraden bei, welche den mittleren 
Strahl des Biindels durchschneidet, und an welcher jeder Strahl desselben 
in einem kürzesten Abstand vorbeigeht, welcher verschwindend klein ist 
gegen die unendlich kleinen Dimensionen des Bündels, so besitzt jedes 
unendlich dünne Strahlenbündel mit reellen Brennpunkten unbegrenzt viele 
Brennlinien. 

Bezeichnet man als erste Focalebene eines Strahles diejenige Ebene. 
in welcher dieser Strahl selbst, und der ihn im ersten Brennpunkte schnei- 


=) Matthiessen, Acta mathematica Bd. 4, pag. 179: del. Sitzunzesberielite der math. 
3 2 2 oO ) oO N 
u. phys. Klasse der Kgl. Bayr. Akademie d. Wissenschaften. 1883. H.1. 
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dende enthalten ist, und als zweite Focalebene die entsprechende auf den 
anderen Brennpunkt bezügliche, so ist jede den betrachteten Strahl im 
ersten Brennpunkt schneidende und in der zweiten Focalebene liegende, so 
wie jede ihn im anderen Brennpunkte schneidende in der ersten Focal- 
ebene liegende Gerade eine Brennlinie des diesen Strahl umgebenden unenI- 
lieh dünnen Strahlenbündels. 

Es soll dieser für alle geometrischen Strahlenbündel mit reellen 
Brennpunkten gültige, leicht nachweisbare Satz hier nur für diejenigen un- 


endlich dünnen Strahlenbündel nachgewiesen werden, welche durch die Nor- 


malen eines kleinen Elementes einer krummen Oberfläche gebildet werden. 
Ist O0 ein Punkt einer krummen Oberfläche, und wählt man in 
üblicher Weise die Normale in diesem Punkte zur Axe der z eines recht- 
winkligen Coordinatensystems, zu Axen der x und y die Tangenten an die 
Krümmungslinien in diesem Punkt, so wird die Coordinate z eines dem 
Punkte O benachbarten Punktes (x, y, 3) der Fläche durch die bekannte 
Beziehung 
3 = I(nz°+ly‘) 
gegeben, wenn man sich der Mongeschen Bezeichnungsweise p, q, r, s, I 
für die Derivirten von z bedient, und durch Hinzufügen des Index O die 
Werthe dieser Derivirten im Punkte O0 bezeichnet. Es gelten die weiteren 
Gleichungen: 
pn) ed), a=VU, 
und für die Werthe der Grössen p, q in dem betrachteten Nachbarpunkte 
von O: 
p=ra, q=kly. 
Legt man durch einen noch näher zu bestimmenden Punkt (0, 0, k) der Nor- 
male in O0 eine Gerade, deren Winkel mit den Axen die Cosinus a, b, c 
besitzen, so ist der algebraische Werth des kürzesten Abstandes d dieser 
(seraden, von der durch einen Punkt (x, y, 3) der Fläche gezogenen Nor- 
malen durch die bekannte Formel 
-za p 
= | e —y b q 
vYi+p’+gq’ sınd x 
h-z c —1 
vegeben, in welcher # den Winkel bezeichnet, den die Linien, deren kleinster 
Abstand zu bestimmen ist, mit einander bilden. Soll dieser kürzeste Ab- 
stand eine Grösse zweiter Ordnung in Beziehung auf die Coordinaten x, Y 
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den ® sein, so müssen die in der Entwickelung von d nach Potenzen von x, y 
im auftretenden Glieder erster Ordnung: 
S0 { 1 Er Y j r 
al- sinG, | al-Au)y+bll—hr)e 
nd- 3 identisch verschwinden. Dieses Verschwinden erfordert das Bestehen der 
F Gleichungen 
len (1.) all—kht) = 0, 2) bil—-hr)=V. 
Pr | Das gleichzeitige Nullwerden der Cosinus a, b ist durch die Voraussetzung, 
er dass die Normale in O0 im Punkte (0,0,%) durch die zu bestimmende Ge- 
en, | rade thatsächlich geschnitten werde, ausgeschlossen. 
in Die Gleichungen (1.) und (2.) bestehen hiernach nur, wenn entweder 
ht- ’ 
die h= IR - () 
em oder 
nte x Ey 
vewählt wird, während e = c0s#, willkürlich bleibt. Es verschwindet daher, 
4; | bis auf Grössen zweiter Ordnung, der kürzeste Abstand jeder durch den 
die ersten Krümmungsmittelpunkt in der zweiten Hauptebene, und jeder durch 
Kon den zweiten Krümmungsmittelpunkt in der ersten Hauptebene gelegten, die 
z-Axe schneidenden Geraden von jeder durch irgend einen Nachbarpunkt 
des Punktes O der gegebenen Fläche gezogenen Normalen. 
kte | Alle diese Geraden sind daher Brennlinien eines um die Normale in 
| 0 gedachten unendlich dünnen Normalenbündels. 
Wenn der Nachweis der Existenz von Brennlinien, welche die Axe 
Or- | eines unendlich dünnen Normalenbündels nicht unter reehtem Winkel durch- 
‚ec schneiden, sich in den erwähnten elassischen Theorien nicht findet, so er- 
Br ; scheint dies dadurch ohne Weiteres gerechtfertigt, dass für die Zielpunkte 
Or- 3 jener Untersuchungen grade die Auswahl gewisser, durch ihre Lage be- 


vorzugter, Brennlinien angezeigt war. 


Berlin, 1885. 


Ueber die Hauptarten der allgemeinen quadratischen 


Strahlencomplexe und Complexengewebe. 
(Von Herrn TA. Reye in Strassburg i. E.) 


Die von Herrn F. Klein *) vorgezeichnete Eintheilung der quadra- 
tischen Strahleneomplexe in Gattungen wurde bekanntlich auf Grund der 
Klementartheiler des Herrn Weierstrass von Herrn Weiler **) vollständig 
durchgeführt und neuerdings auf erweiterter geometrischer Grundlage von 
Herrn Segre ***) wieder aufgenommen. Beide Autoren finden überein- 
stimmend 49 Gattungen irredueibler quadratischer Complexe. Die erste dieser 
Gattungen umfasst die allgemeinen Complexe zweiten Grades, welche von 
19 Constanten abhängen; auf die übrigen 48 Gattungen vertheilen sich die 
besonderen Complexe, in denen Doppelstrahlen vorkommen. Eine weitere 
Eintheilung der Gattungen in Arten, etwa mit Rücksicht auf die Zahl der 
imaginären Elementartheiler, ist bisher von keiner Seite versucht worden. 

In geometrischer Hinsicht aber dürften die verschiedenen Arten qua- 
dratischer Complexe noch erheblich mehr Interesse darbieten, als ihre ver- 
schiedenen Gattungen. Zu den letzteren kann man von den allgemeinen 
Complexen ausgehend durch Speecialisirung gelangen, ähnlich wie von der 
allgemeinen Fläche zweiter Ordnung zu der Kegelfläche und von dieser 
zu dem Ebenenpaare Dagegen sind die Uebergänge von einem quadra- 
tischen Complexe zu anders gearteten vorläufig der Anschauung weit weniger 
zugänglich. 

*) F. Klein, über die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten 
(Grades zwischen Linieneoordinaten auf eine eanonische Form. Inaug.-Diss,, Bonn 
1568, 5.35. Wieder abgedruckt in den Math. Ann. Bd. 23, 1884. 

*#) Weiler, über die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades 
(Math. Ann. Bd. 7, 1874). 


“##) Segre, sulla geometria della retta e delle sue serie quadratiche (Memori 
della R. Accademia delle Seienze di Torino, Serie II, T. XXXVI, 1884). 
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Wir werden hyperbolische, parabolische, elliptische und imaginäre 

Complexe zweiten Grades, unter den parabolischen und den elliptischen 

aber wieder mehrere Hauptarten unterscheiden lernen. Während die para- 
bolischen mit jedem linearen Complexe und die hyperbolischen sogar mit 

jeder linearen Oongruenz unendlich viele reelle Strahlen gemein haben, 

| werden die elliptischen nicht von jedem und die imaginären überhaupt von 
en keinem linearen C'omplexe in reellen Strahlen geschnitten. Reelle Strahlen- 
| büschel erster Ordnung können deshalb nur in hyperbolischen und para- 
bolischen Complexen vorkommen. Bei einigen Arten quadratischer Com- 

plexe sind die Complexkegel aller Punkte des Raumes reell, bei anderen 

sind sie zum Theil oder sämmtlich imaginär. Auch die Singularitätenflächen 


dra- gewisser Arten sind, wie wir sehen werden, der Form nach wesentlich von 
der einander verschieden; doch giebt es andererseits auch verschiedenartige Com- 
die plexe, welche dieselbe Singularitätenfläche haben. 

En Wir beschränken uns übrigens bei der Eintheilung in Hauptarten 
u. auf die allgemeinen Complexe zweiten Grades, deren Eigenschaften ja auf 
Baer | die analogen Arten besonderer Complexe übertragen werden können. Auch 
on | werden wir der Kürze halber manche leichteren Beweise nur andeuten oder 
die auch ganz unterdrücken. 

tere 

der l. Die Hauptarten der quadratischen Complexen-(rewebe. 

e | l. Wie in früheren Arbeiten *) bezeichnen wir mit &,. ©. ... x, die 
ua- homogenen Coordinaten eines linearen Complexes und mit [2] = 2,2, 40,02, +.2;x, 
/er- seine Invariante. Die Gleichung [x] = 0 repräsentirt dann das „Haupt- 
ss gewebe H“, d. h. die Gesammtheit aller speciellen Complexe. Durch jede 
der andere, für die x, homogene, quadratische Gleichung Fa,r,r, = (0 wird ein 
Pr | quadratisches Complexengewebe vierter Stufe /' dargestellt; dasselbe hat 
ra- 1 mit H ein biquadratisches Gewebe von speciellen Complexen gemein, deren 
ia | Axen den „in /' enthaltenen“ quadratischen Complex 7}, bilden. 

Das quadratische Gewebe /' enthält entweder keine oder unendlich 
kan viele reelle Büschel, Bündel resp. Gebüsche linearer Complexe. Denn jedes 
onn | lineare Gewebe zweiter, dritter oder vierter Stufe, welches durch ein reelles 
“ | lineares Gewebe erster, zweiter resp. dritter Stufe des quadratischen Ge- 


webes /' gelegt wird, hat mit /’ noch ein solches Gewebe (also noch einen 


*) Dieses Journal Bd. 95, 8. 330--348 und Bd. 97. S. 242— 2060. 
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Büschel, Bündel resp. ein Grebüsch) gemein. Nur bei mehrfach singulären 
(seweben können Ausnahmen eintreten. 

2. Die Gleichung Fa,xz,2,=0 von T', deren Üoefficienten a, wir 
als reelle Constanten voraussetzen, kann bekanntlich auf unendlich viele 
Arten auf die Form: 

k,Pi+kR,P;+.-+k,P; = 0 
sehracht werden, wenn wir mit P, eine reelle lineare Funetion der Complex- 
eoordinaten x, und mit A, eine reelle Constante bezeichnen. Von den sechs 
linearen Complexengeweben, welche für j=1,2,... 6 durch die Glei- 


chungen P,=0 dargestellt werden, ist jedes von dem linearen Complexe, 


in welehem die fünf übrigen sich durehdringen, die Polare in Bezug auf 
das quadratische Gewebe 7. Das erste dieser sechs linearen Gewebe kann 
willkürlich angenommen, und das ö* beliebig durch die Complexe geleet 
werden, von welchen die ©—1 vorher angenommenen die Polaren sind. 

Wir nehmen an. dass diese sechs linearen Gewebe keinen Complex 
mit einander gemein haben. Ist dann einer der Coeffieienten, etwa A,, Null. 
so ist /' ein singuläres Gewebe, und zwar liegt sein Doppelcomplex in den 
fünf linearen (reweben PR, =0, P,=0,... P,=0; sind zwei, drei oder vier 
der Constanten %, Null, so enthält /’alle Complexe eines Büschels, Bündels 
resp. Grebüsches doppelt, und besteht im letzten dieser Fälle aus zwei linea 
ren Geweben. Abgesehen von diesen Specialfäller können die Constanten 
», unbeschadet der Allgemeinheit von /' gleich +1 gesetzt werden. 

3. Wir unterscheiden nunmehr vier Hauptarten des allgemeinen 
quadratischen Complexengewebes vierter Stufe, nämlich: 
a) das hyperbolische, welches durch die Gleichung 

Pı+P+PB—-P-P—P, = 0 
dargestellt wird und unendlich viele reelle Complexenbündel enthält; acht 
dieser Bündel werden durch die Gleichungen 
P,+P,=V\, P,+P,=(, P,+P,=V0 

epräsentirt; 

b) das parabolische P}A+P3+P;5+-Pj—P;—P; = 0, welches unendlich 
viele reelle Complexenbüschel 

(Z. B. P, = 0, P; 22 V, P,+P, Zu 0, P,+P; . 0), 


aber keinen reellen Bündel enthält: 
c) das elliptische P+P3+P;+Pi+P;—P; = 0, welches keine reellen 
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Complexenbüschel enthält und mit jedem seiner linearen Berührungsgewebe 
nur einen reellen Complex gemein hat: 

d) das imaginäre Complexengewebe 

P,+P,+P+P,+P,+P, = 0, 
in welchem gar keine reellen Complexe enthalten sind. 

4. Die parabolischen Gewebe trennen die elliptischen von den 
hyperbolischen, und die elliptischen trennen die parabolischen von den ima- 
oinären Geweben. Die Grenzen benachbarter Hauptarten des allgemeinen 
quadratischen Gewebes bilden die Hauptarten des singulären Gewebes. 
Wenn ein quadratisches Gewebe ein Complexengebüsch enthält, so hat es 
einen Büschel von Doppeleomplexen und ist zweifach - singulär. Zwei nicht 
singuläre quadratische Gewebe, welche bezüglich eines dritten, z. B. be- 
züglich des Hauptgewebes H}/, reciproke Polaren sind, gehören zu der- 
selben Art. 

Zwei quadratische Complexengewebe gleicher Art, wie: 

k,Pi+k,P;+--+kP;=0 und ,Q ++ +60 0, 


sind reell-projeetiv auf einander bezogen, so dass jedem reellen Complexen- 
Büschel oder -Bündel des einen ein solcher des andern entspricht, wenn 
P.:Q,=P;:Q0,=--=P,:(,>= Const. gesetzt wird. Ueberhaupt wird da- 
durch jedem Büschel, welcher zwei Complexe des einen Gewebes verbindet, 
derjenige Büschel zugewiesen, welcher durch die entsprechenden beiden 
Uomplexe des andern Gewebes geht. 

9. Ein Ayperbolisches Complexengewebe 

P+PıP-P-P-P = 0 

wird auf das Hauptgewebe H reell-projeetiv bezogen (4.), wenn gesetzt wird: 
2.=P,+P, » =P.+P, 3 =P+P, m =P-P, & = P-Pu = P;-P, 


Nun enthält aber H zwei Systeme von dreifach unendlich vielen Com- 
plexenbündeln; denn die speciellen Complexe, deren Axen durch einen 
’unkt gehen oder aber in einer Ebene liegen, bilden einen Bündel von AH. 
Daraus ergeben sich sofort die folgenden für das Hauptgewebe evidenten Sätze: 

Jedes hyperbolische Complexengewebe /' enthält zwei Systeme von 
dreifach unendlich vielen reellen Complexenbündeln. Zwei dieser Bündel 
haben allemal einen einzigen Complex gemein, wenn sie zu demselben, 


; ram 2 oz \ f , . . D_ 
dagegen 1. A. keinen Complex, wenn sie nicht zu demselben System 
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gehören *). Mit einem beliebigen Bündel des einen Systemes haben jedoch 
zweifach unendlich viele des andern je einen Büschel gemein, diejenigen 


nämlich, welehe mit ihm durch Gebüsche verbunden werden können. 

Durch jeden Complex des hyperbolischen Gewebes gehen von beiden 
Systemen unendlich viele Bündel; dieselben liegen in dem linearen Gewebe. 
welches das hyperbolische in jenem Complexe berührt. — 

Die Axen der speciellen Complexe eines Bündels bilden i. A. eine 
reelle oder imaginäre Regelschaar zweiter Ordnung. Ein hyperbolisches 
Complexengewebe enthält demnach zwei Systeme von dreifach unendlich 
vielen solchen Regelschaaren **). Zwei dieser Schaaren können allemal 
oder nur ausnahmsweise durch einen linearen Complex verbunden werden. 
je nachdem sie demselben Systeme angehören oder nicht. Die Ausnahme 
tritt im letzteren Falle dann ein, wenn die beiden Schaaren in einer linearen 
Congruenz enthalten sind und demgemäss zwei reelle oder imaginäre Strahlen 
gemein haben. 

Die Polare /” eines hyperbolischen Complexengewebes 7’ bezügliel 
des Hauptgewebes H enthält die Polaren aller Complexenbündel von /. 
also diejenigen Bündel, auf welche jene sich stützen. Die Axen der spe- 
ciellen Complexe von zwei sich stützenden Complexenbündeln bilden aber 
bekamntlich i. A. die beiden Regelschaaren einer Fläche zweiter Ordnung 
Die x” in /” enthaltenen kegelschaaren sind demnach die Leitschaaren der 
in /' enthaltenen. Wir erinnern beiläufig daran, dass die beiden in /" und 
/' enthaltenen und durch diese resp. Schaaren gehenden quadratischen 
Complexe /), und 7‘, ihre singulären Punkte und Ebenen mit einander 
vemein haben ***), 

6b. Das hyperbolische Gomplexengewebe /' hat mit jedem linearen 
(Gewebe vierter oder dritter Stufe dreifach unendlich viele reelle Büschel 
resp. & reelle Complexe gemein; jeder Complexenbündel von /' enthält 
einen derselben. Dagegen giebt es unendlich viele Bündel, z.B. P,=V. 
P,=0, P,=0 und ‘dessen Polare P,=0, P,=0, P,=0, welche mit / 


*) Vgl. Segre a.a. O. No, 126 und 105. 
**) Diese und analoge Systeme von x’ Regelschaaren eines quadratischen Com- 
f » J » Y 2 Y 1 .. 
plexes /, wurden von Herrn Friedr. Schur entdeckt (Geometr. Untersuchungen über 
Strahleneomplexe ersten und zweiten Grades. Inaug.-Diss., Berlin 1879, S. 35 u. 40). 
Herr Segre zeigte (a. a. O. S. 20) ihren Zusammenhang mit den durch 7), gehenden 
quadratischen Geweben TFT", 
*##) Dieses Journal Bd. 95 8. 343. 
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keinen reellen Complex gemein haben. Zwei dieser Bündel liegen entweder 


auf einer und derselben Seite von /', oder sie sind durch 7’ getrennt; im 
letzteren Falle hat jeder Complexenbüschel, welcher zwei ihrer Complexe 
verbindet, mit /’ zwei durch sie getrennte, reelle Complexe gemein. — 
Wenn z. B. zwei Bündel specieller Complexe, deren Axen einen Strahlen- 
bindel S und ein ebenes Strahlenfeld o bilden, durch 7’ getrennt sind, so 
giebt es weder in S noch in o reelle Strahlen des in /' enthaltenen qua- 
dratischen Complexes /,; dagegen ist jeder Punkt von o der Mittelpunkt 
eines reellen Complexkegels von /,, welcher den Punkt S ein- und die 
Ebene o ausschliesst, und ebenso enthält jede Ebene von S eine reelle 
Complexeurve von /\, von welcher S ein- und o ausgeschlossen wird. 
7. Ein parabolisches Complexengewebe 


P,+P,+P+P,—-P,—P; = 0 


enthält fünffach unendlich viele reelle Complexenbüschel; denn in jedem 
seiner &* Berührungsgewebe liegen x’ derselben, welche alle durch den 
zugehörigen Berührungscomplex gehen. Mit einem beliebigen dieser x’ 
Büschel haben nur x” der übrigen je einen Complex gemein. Jedes lineare 
Complexengewebe vierter Stufe hat mit dem parabolischen /' dreifach 
unendlich viele reelle Complexe gemein, nämlich je einen mit den reellen 
Complexenbüscheln von /. Dagegen giebt es unendlich viele Complexen- 
gebüsche, welche mit /' keine reellen Complexe gemein haben, z. B. P, = 0, 
P,=0 oder P,= 0, AP, +uP,;, = 0 für #< u *®) Wir nennen deren Polaren 
„von /' eingeschlossen“, weil durch sie keine reellen linearen Berührungs- 
gewebe von /' gehen. Die linearen Congruenzen, welche in diesen Gre- 
büschen enthalten sind, haben mit dem in /' enthaltenen quadratischen 
Complexe /\, keine reellen Strahlen gemein. Die Grenze zwischen diesen 
(rebüschen und den übrigen bilden die Berührungsgebüsche von 7". 
8. Das elliptische Complexengewebe 


Pi+Pi+ Pi+Pi+ PP} = 0 


hat mit unendlich vielen linearen, z. B. mit P,=0, keine reellen Complexe 
gemein; der in ihm enthaltene quadratische Complex 7}, geht folglich durch 
keinen reellen Strahl der linearen Complexe, auf welche diese linearen 
\ewebe sich stützen. Die »* linearen Berührungsgewebe des elliptischen 





®) Es ist PP—P? = (uP,+AP,)’— (AP, +uP,)’, wenn u?—4’ —1. 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 4. 37 
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I bilden die Grenze jener linearen Gewebe. Die Polarcomplexe der letz- 
teren sind von dem elliptischen Gewebe 7’ „eingeschlossen“, indem durch 
sie keine reellen linearen Berührungsgewebe an /' gelegt werden können. 
Jeder durch einen von ihnen gelegte Complexenbüschel hat mit /' zwei 
reelle Complexe gemein, welche jenen Complex von einem ihm conjugirten 
harmonisch trennen. Wenn insbesondere ein specieller Complex von dem 
elliptischen Gewebe 7’ eingeschlossen ist, so enthält demnach jeder durch 
seine Axe gehende Strahlenbüschel erster Ordnung zwei reelle Strahlen 
des quadratischen Complexes 7); die Axe wird folglich von den Complex- 
kegeln aller ihrer Punkte eingeschlossen und liegt ausserhalb der Com- 
plexeurven aller ihrer Ebenen. 

Ein Complexenbüschel kann ganz ausserhalb des elliptischen Ge- 
webes /' liegen; falls er aber von /' eingeschlossene Complexe enthält, so 
werden dieselben von seinen übrigen Complexen durch zwei reelle Com- 
plexe des Gewebes 7’ getrennt. Sind alle Complexe des Büschels speciell, 
und bilden demgemäss ihre Axen einen Strahlenbüschel S, so umschliesst 
der mit S concentrische Kegel des quadratischen Complexes 7}, die Axen 
der von J' eingeschlossenen Complexe des Büschels (s. oben). 


Il. Die Hauptarten der allgemeinen Strahleneomplexe zweiten Grades. 


). Die Gleichung Fa,x,r,+24[x] = 0 mit dem willkürlichen Para- 
meter 4 repräsentirt einen Büschel quadratischer Complexengewebe 7', welche 
alle denselben quadratischen Complex 7), enthalten. Die Gleiehungen 


[ 


22 =0: uud [als 0 


von /‘, repräsentiren zugleich das biquadratische Gewebe dritter Stufe. 
welches die Gewebe 7’ mit einander und mit dem Hauptgewebe H gemein 
haben (vgl. 1.). 

Der durch 71, gehende /-Büschel enthält allemal unendlich viele 
hyperbolische Complexengewebe, kann aber ausserdem parabolische, ellip- 
tische und imaginäre Gewebe enthalten. Diese verschiedenen Arten von 
(Geweben sind in dem Büschel durch singuläre quadratische Gewebe getrennt; 
zu den hyperbolischen gehört das Hauptgewebe H und jedes andere Ge- 
webe des Büschels, welches von 4 durch keine singulären Gewebe des- 


selben getrennt ist. Die Doppeleomplexe der hier in Betracht kommenden 
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singulären Gewebe sind reell und gehören zu den Fundamentaleomplexen 


von J\,, in Bezug auf welche 7}, sich selbst zugeordnet ist *). 

Der quadratische Complex 7, kann reelle Doppelstrahlen haben: 
einfache reelle Strahlen enthält er entweder gar keine oder dreifach unend- 
lich viele, weil jeder Strahlenbüschel erster Ordnung, weleher durch einen 
solehen Strahl von 7, gelegt wird, noch einen zweiten, i. A. von jenem 
verschiedenen, reellen Strahl mit /\, gemein hat. Diese x’ reellen Strahlen 
hilden im letzteren Falle vierfach unendlich viele, in /), enthaltene, reelle 
Regelschaaren und zwar enthält jedes durch 7, gehende hyperbolische 


2 
> 


Gewebe zwei Systeme von &” dieser Schaaren (5.). Durch jeden einfachen 
reellen Strahl von /\, gehen unendlich viele Regelschaaren eines beliebigen 
dieser Systeme. 

10. Wenn ein Complexengebüsch mit jedem Gewebe des /-Büschels 
zweifach unendlich viele reelle Complexe gemein hat, so geht sein "Träger, 
d.h. die in ihm enthaltene lineare Congruenz, dureh unendlich viele reelle 
Strahlen des quadratischen Complexes /\. Zum Beweise eliminiren wir 
mittelst der beiden linearen Gleichungen des Gebüsches zwei der sechs 
Complexeoordinaten x, aus der Gleichung 

Za,2;%, +22] = 0, 

und setzen die vier übrigen den homogenen Coordinaten eines Punktes X 
proportional. Jedem reellen Punkte des Raumes entspricht dann ein reeller 
Complex des Gebüsches, und umgekehrt; den »° reellen Complexen aber, 
welche das Gebüsch mit einem Gewebe des /-Büschels gemein hat, ent- 
sprechen die x” reellen Punkte einer Fläche zweiter Ordnung F’. Dem 
!'-Büsehel entsprieht auf diese Weise ein zu ihm projeetiver F’-Büschel, 
dessen Flächen alle reell sind und sich folglich in einer reellen Curve 
durehdringen ; denn bekanntlich enthält jeder F’-Büschel, dessen Basiscurve 
imaginär ist, auch imaginäre Flächen zweiter Ordnung mit reellen Coeffi- 
eienten. Den reellen Punkten jener Curve aber entsprechen unendlich viele 
Complexe, welche dem Gebüsche und allen Geweben des 7-Büschels zu- 
gleich angehören; dieselben sind speciell, weil sie auch in H enthalten 
sind, und ihre Axen sind emeinschaftliche Strahlen des quadratischen 
Complexes 7}, und der im Gebüsche enthaltenen linearen Congruenz. 

11. Ein quadratischer Complex /\, möge „hyperbolisch“ genannt 





ey 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 95 8. 339. 
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werden, wenn alle ihn enthaltenden quadratischen Gewebe Z' hyperbolisch 
sind, dagegen „parabolisch“, wenn sie theils hyperbolisch theils parabolisch 
sind; wir nennen ihn „imaginär“, wenn er auch in imaginären, und „ellip- 
tisch“, wenn er in elliptischen, nicht aber in imaginären Geweben enthalten 
ist. Nur die hyperbolischen und die parabolischen Complexe können reelle 
Strahlenbüschel erster Ordnung enthalten; denn in elliptischen Geweben 
kommen reelle Büschel von speciellen Complexen nicht vor (3.), und ima- 
ginäre Complexe enthalten überhaupt keine reellen Strahlen. In einem 
elliptischen Complexe zerfallen deshalb die Complexkegel und -Curven 
singulärer Punkte resp. Ebenen allemal in je zwei imaginäre Ebenen resp. 
Punkte, und seine Singularitätenfläche hat keine reellen Doppelpunkte und 
Doppelebenen. Die Singularitätenfläche eines imaginären Complexes hat 
überhaupt keine reellen Punkte und Berührungsebenen, weil der Complex 
keine reellen singulären Strahlen enthalten kann. 

Ein hyperbolischer Complex hat mit jeder linearen Congruenz unend- 
lich viele reelle Strahlen gemein (10., 6.); von einem parabolischen sind 
in jedem linearen Complexe *), nicht aber in jeder linearen Congruenz reelle 
Strahlen enthalten (7.); ein elliptischer Complex hat mit unendlich vielen 
linearen keine reellen Strahlen gemein (8). Wenn ein quadratischer Com- 


plex einen oder mehrere Strahlenbündel enthält, wie beispielsweise der 


tetra@drale, so ist er allemal hyperbolisch. 

12. Im elliptischen Complexe wird jede Gerade, die von irgend 
einem Complexkegel eingeschlossen ist, von den Complexkegeln aller ihrer 
(reellen) Punkte umschlossen, und liegt ausserhalb der Complexeurven aller 
ihrer Ebenen. Denn jedes durch ihn gehende elliptische Gewebe um- 
schliesst den speciellen Complex, dessen Axe die Gerade ist (8.). Die 
Singularitätenfläche des elliptischen Complexes kann deshalb nur mit solchen 
Geraden reelle Punkte oder reelle Berührungsebenen gemein haben, welche 
ausserhalb der Complexkegel ihrer Punkte liegen. Ist sie reell, so trennt 
sie die Mittelpunkte der reellen Complexkegel und die Ebenen der reellen 
Complexeurven von den übrigen Punkten resp. Ebenen des Raumes; ist 
sie imaginär, so sind die Complexkegel aller (reellen) Punkte und die 
Uomplexceurven aller Ebenen reell, sofern der Complex überhaupt reelle 
Strahlen enthält. | 


*) Wegen des Beweises vergleiche man den analogen Beweis in No. 10. 
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Die elliptischen Gewebe 7’ und 7” seien reeiproke Polaren bezüg- 


lich des Hauptgewebes H, und die in ihnen enthaltenen quadratischen (om- 
plexe seien mit /\, und 7, bezeichnet. Dann hat 7), keine reellen Strahlen 
gemein mit den von /” eingeschlossenen linearen Complexen; denn letztere 
sind die Träger der linearen Gewebe, welche mit 7' keine reellen Complexe 
semein haben (8.). Insbesondere also schneiden die Geraden, welche von 
einem beliebigen Kegel des Complexes 7, eingeschlossen sind, keinen reellen 
Strahl von 7\. Folglich haben keine zwei reelle Kegel der Complexe 7, 
und 7/5 denselben Mittelpunkt; vielmehr ist das Centrum jedes reellen 
Kegels des einen Complexes zugleich dasjenige eines imaginären Kegels 
des andern. Sind beide Complexe reell, so trennt ihre gemeinschaftliche 
Singularitätenfläche die reellen Kegel des einen von denen des andern, und 
zugleich trennt sie die von diesen resp. Kegeln eingeschlossenen Geraden 
von einander; sie wird deshalb von jeder Ebene in einer reellen Curve 
geschnitten und sendet ebenso nach jedem Punkte des Raumes einen reellen 
Tangentenkegel. Hat nur einer der beiden Complexe reelle Strahlen, so 
sind alle seine Kegel und ebenen Curven reell, und die Singularitätenfläche 
ist imaginär. 

13. Jeder parabolische oder hyperbolische Complex enthält zweifach 
unendlich viele reelle Strahlen, welche eine beliebig angenommene Gerade 
schneiden (11.), und folglich auch unendlich viele reelle Kegel und ebene 
Curven. Die Mittelpunkte resp. Ebenen der letzteren erfüllen entweder den 
ganzen Kaum, oder sie sind durch einen oder mehr als einen Mantel der 
Singularitätenfläche von den übrigen Punkten resp. Ebenen getrennt. Jede 
durch den Mittelpunkt eines imaginären Complexkegels gelegte Gerade 
hat mit der Singularitätenfläche mindestens zwei reelle Punkte gemein, 
deren Complexkegel in je zwei imaginäre Ebenen zerfallen; nur wenn 
einer oder jeder dieser Punkte ein Doppelpunkt der Singularitätenfläche 
ist, redueirt sich sein Complexkegel auf eine zweifache Ebene. 

14. In jedem hyperbolischen Complexe /\, giebt es unendlich viele 
reelle Strahlen, welche zwei beliebige Gerade g und g, schneiden (11.). 
Gehen g und g, durch den Mittelpunkt S eines imaginären Kegels von 7), 
so enthält folglich die Ebene gg, eine reelle, den Punkt S einschliessende 
Complexcurve; wenn anderseits die Complexcurve einer beliebigen Ebene 
99, Imaginär ist, so sind die Complexkegel aller Punkte S der Ebene reell. 
Keine Gerade g kann von den Kegeln aller ihrer Punkte eingeschlossen 
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sein oder ausserhalb der Complexcurven aller ihrer Ebenen liegen, weil 
sonst kein reeller Strahl dieser Kegel resp. Curven zugleich die Polare 4 
von g in Bezug auf 7‘, schneiden würde; denn bekanntlich gehen durch 7, 
die Polarebenen von g bezüglich jener Kegel. 

Jede von einem Complexkegel eingeschlossene Gerade hat deshall) 
mit der Singularitätenlläche des hyperbolischen Complexes mindestens zwei 
reelle Punkte gemein; dieselben trennen die Punkte, deren Complexkegc] 
die Gerade einschliessen, von den übrigen Pankten der Geraden, und ihre 


Kegel zerfallen in je zwei reelle Ebenen. Ebenso gehen durch jede von 


einer Complexeurve ausgeschlossene Gerade mindestens zwei reelle singuläre 
Ebenen, deren Complexeurven sich auf je zwei reelle Punkte redueiren. 

15. Wir bezeichnen von jetzt an mit 7\, einen allgemeinen qua- 
dratischen Complex ohne Doppelstrahlen, und schliessen damit die Möglich- 
keit aus, dass die ihn enthaltenden quadratischen Gewebe /' einander und 
das Hauptgewebe H berühren. Keines dieser Gewebe 7’ kann einen Büschel 
von Doppelcomplexen besitzen, weil sonst alle übrigen sich in den beiden 
speciellen Gomplexen dieses Büschels berühren würden. 

Die Gleichung Fa,x,0,+24[2]) = 0 der quadratischen Gewebe 7’ hat 
für sechs Werthe des Parameters 4, welchen singuläre Gewebe entsprechen. 
eine verschwindende Diseriminante. Von diesen singulären Geweben können 
keine zwei zusammenfallen; denn sonst wäre der ihnen beiden zugehörige 
Doppeleomplex sich selbst eonjugirt bezüglich aller Gewebe des /-Büsehels. 
insbesondere auch bezüglich des Hauptgewebes H*), er wäre folglich ein 
specieller Complex, und alle jene Gewebe würden sich in ihm berühren 
vegen die Voraussetzung. Ueberhaupt kann von den sechs Fundamental- 
eomplexen, d. h. von den Doppeleomplexen d der sechs durch 7}, gehenden 
singulären Gewebe, keiner ein specieller sein, weil sonst auch das Haupt- 
sewebe H durch ihn gehen, und seine Axe folglich ein Doppelstrahl von 
/‘, sein würde. 

Die sechs Fundamentaleomplexe von /\, sind also alle von einander 
verschieden und nicht speeiell. Je nachdem sie nun alle oder theilweise 
imaginär oder alle reell sind, und je nachdem in den letzteren beiden Fällen 
die verschiedenen T'heile des durch /, gehenden 7'-Büschels aus hyper- 
bolischen, parabolischen, elliptischen oder imaginären Geweben bestehen, 


*) Dieses Journal Bd. 95, 5. 338 No. 16. 








weil 
eg 
hg, 


halh 
Zwei 
ege] 
ihre 
von 
tläre 
N. 
qua- 
lich- 
und 
chel 


den 


"hat 
:hen. 
nnen 
drige 
hels. 
ı ein 
ihren 
.ntal- 
nden 
aupt- 


| von 


ander 
weise 
'ällen 


yper- 


'ehen. 








Reye, die Hauptarten quadratischer Strahlencomplexe. 295 


ergiebt sich die eine oder andere der folgenden acht Hauptarten des allge- 


meinen quadratischen Complexes /\, 

16. Sind alle sechs Fundamentaleomplexe imaginär, so ist /,, ein 
quadratischer Complex erster Art; er und alle ihn enthaltenden quadratischen 
Gewebe /’ sind hyperbolisch (9.). 

Sind von den sechs Fundamentaleomplexen vier imaginär und zwei 
reell, so ist 7, von der zweiten Art und parabolisch; der dureh 7,, gehende 
T-Büschel besteht in diesem Falle aus hyperbolischen und aus parabolischen 
Geweben, welche durch die beiden reellen singulären Gewebe des Büschels 
getrennt sind (vgl. 4.). 

Sind von den sechs Fundamentalcomplexen zwei imaginär und vier 
reell, so wird der /'-Büschel durch seine vier reellen singulären Gewebe 
in vier reelle Theile zerlegt. Zwei dieser Theile enthalten lauter para- 
bolische Gewebe; die durch sie getrennten übrigen Theile bestehen entweder 
beide aus hyperbolischen Geweben, oder nur der eine enthält hyperbolische, 
der andere dagegen ausschliesslich elliptische Complexengewebe. Im ersteren 
Falle ist /), von der dritten Art und parabolisch, im letzteren ist /\, von der 
vierten Art und elliptisch. 

17. Sind alle sechs Fundamentalcomplexe reell, so zerfällt der 
/-bBüschel durch seine singulären Gewebe in sechs reelle Theile. Von 
zwei benachbarten Theilen besteht entweder der eine aus hyperbolischen 
und der andere aus parabolischen Geweben, oder der eine aus parabolischen 
und der andere aus elliptischen, oder endlich der eine aus elliptischen und 
der andere aus imaginären Geweben mit reellen Constanten. Da mindestens 
ein Theil des Büschels aus hyperbolischen Geweben besteht, so muss der 
ihm gegenüber liegende Theil entweder parabolische oder imaginäre Ge- 
webe enthalten; und weil im ersteren Falle entweder in keinem oder in 
einem oder in zwei der übrigen Theile elliptische Gewebe sich vorfinden 
können, so ergeben sich folgende vier Möglichkeiten: 

a) Die sechs Theile des /-Büschels bestehen abwechselnd aus hyper- 
bolisehen und aus parabolischen Geweben; dann ist 7/\, ein quadratischer 
Complex fünfter Art und parabolisch. 

b) Drei nicht benachbarte Theile enthalten parabolische Gewebe, 
zwei der übrigen bestehen aus hyperbolischen und der letzte aus elliptischen 
Geweben; in diesem Falle ist /), von der sechsten Art und elliptisch. 

c) Drei nicht benachbarte Theile bestehen aus parabolischen, zwei 
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der übrigen aus elliptischen und der letzte aus hyperbolischen Geweben: 
dann ist 7/,, von der siebenten Art und elliptisch. 

d) Einer der sechs Theile des /'-Büschels besteht aus imaginären 
(eweben, sodass die ihm benachbarten Theile nur elliptische, die zwei dar- 
auf folgenden lauter parabolische, und der letzte, gegenüber liegende Theil 
ausschliesslich hyperbolische Gewebe enthalten; dann ist 71, von der achten 
Art und imaginär, enthält also keine reellen Strahlen. 

18. Der Uebergang zwischen den so ermittelten acht Hauptarten 
quadratischer Complexe wird von verschiedenen Arten besonderer Complexe 
gebildet, in welchen Doppelstrahlen vorkommen. Es giebt drei Hauptarten 
parabolischer Complexe, nämlich die zweite, dritte und fünfte, sowie drei 
Hauptarten elliptischer Complexe, die vierte, sechste und siebente; hyper- 
bolisch sind nur die Complexe erster, imaginär nur diejenigen achter Art. 

Jeder quadratische Complex von einer der ersten vier Hauptarten 
enthält dreifach unendlich viele reelle Strahlen. Sind nämlich irgend zwei 
der sechs Fundamentaleomplexe conjugirt-imaginär, so sind sie die Ord- 
nungselemente eines elliptisch-involutorischen, reellen Complexenbüschels. 
dessen Paare zugeordneter Complexe in je einem Gewebe des /'-Büschels 
liegen und sich gegenseitig trennen. Die Gewebe /' greifen also in ein- 
ander ein und durchdringen sich gegenseitig, indem jedes von ihnen zwei 
reelle Complexe verbindet, welche durch alle übrigen Gewebe von ein- 
ander getrennt sind. Ein diese Complexe enthaltendes Complexengebiüsch 
hat, wie mit Hülfe der früher (10.) benutzten Abbildung leicht einzusehen 
ist, mit jedem der Gewebe /' zweifach unendlich viele reelle Complexe. 
und die in ihm enthaltene Congruenz kat folglich mit /\, unendlich viele 
reelle Strahlen gemein. Unsere Behauptung ist damit bewiesen (vgl. 15.). 

19. Wenn alle sechs Fundamentalcomplexe reell sind, lässt sich 
die Gleichung: 

Zar t 24 (040,04 REG) 
des /-Büschels auf die Form bringen: 
Q—M)Pi+Ql-WMPR+(l—1)PB—(—)P—-(,—M)P—-(—WMP, = 0. 


Hierin bezeiehnen die /; die sechs reellen Wurzelwerthe der Diseriminante 
(15.). Dieselben müssen alle ungleich sein, weil keines der Gewebe / 
einen Büschel von Doppeleomplexen haben darf (15., vgl. 2.). Wird 4=/ 
oder A= ® gesetzt, so repräsentirt die Gleichung eines der sechs singulären 
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Gewebe des /-Büschels resp. das Hauptgewebe H. Von den sechs linearen 
Complexengeweben P,=(0, P,=0, ... P,=0 haben je fünf einen Funda- 
mentaleomplex gemein, welcher der Träger des sechsten ist, und jedes 
dieser Gewebe geht durch die Träger der fünf übrigen *). 

Wenn nun /,, 2, und /, alle grösser sind als Z, /, und 4, so ist der 
quadratische Complex 7‘, von der achten Art; denn die obige Gleichung 
repräsentirt imaginäre Gewebe 7‘, wenn /, L und ,>4>1, 1, und /; ist. 
Sind 4 und , >4L>LD>]1, und L;,, so ist 7%, von der siebenten Art und 
hat mit der linearen Congruenz P,=0(, P,=0, [x] = 0 unendlich viele reelle 
Strahlen gemein (10.). Die letztere Bemerkung gilt auch für die folgenden 
beiden Fälle. Sind /, und 4, >1/, und /., diese aber > /, und {,. so ist 7), 
von der sechsten Art. Sind endlich /, und /,>Z, und /,, diese aber > /, 
und Z,. so ist /\, von der fünften Art; denn wenn 4 in diesem Falle alle 
reellen Werthe von —x bis +o durchläuft, so beschreibt /' abwechselnd 
drei hyperbolische und drei parabolische Theile des Z'-Büschels. Ver- 
tauscht man die Indices 1, 2, 3 mit 4, 5, 6 oder mit einander, so erhält 
man aus diesen Ungleichungen andere, welche denselben Arten quadra- 
tischer Complexe entsprechen. Für jede Grössenfolge der Constanten 7 
kann auf diese Weise die zugehörige Art des Complexes 7), leicht ermittelt 
werden. 

Zugleich ergiebt sich, dass jeder quadratische Complex, der zu einer 
der sieben ersten Hauptarten gehört, dreifach unendlich viele reelle Strahlen 
enthält (vgl. 18.). Nur die Complexe achter Art enthalten keine reellen 
Strahlen. 

20. Um zu entscheiden, ob verschiedenartige Complexe dieselbe 
Singularitätenfläche 2* haben können, gehen wir aus von den quadratischen 
Geweben 7”, deren Gleichung ist: 


P: pP: pP: P: P- pP: 


2 4 


ge u ven a ur eh Ser Zu von 


4 


= (), 


Dieselben sind die Polaren der durch 7\, gehenden Gewebe 7' bezüglich 
des Hauptgewebes H, und enthalten, wie Herr F. Klein **) »ezeigt hat, die- 
Jenigen quadratischen Complexe /;, welche dieselbe Singularitätenfläche 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 95 8. 339. 
“*) F. Klein, zur Theorie der Linieneomplexe ersten und zweiten Grades; in den 
Math. Ann. II. S. 224. Vgl. dieses Journal Bd. 95 8. 344. 
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haben wie der soeben betrachtete Complex 7\. Es sei nun etwa: 
1, >, >L>L,>L>L, 
also /\, von der siebenten Art. Dann ist 7) von der fünften Art für alle 
Werthe von A, welche zwischen Z, und 2, oder 2, und /, oder /, und , liegen 
(19.), weil z. B. für 4,>4D>>1, die Ungleichungen gelten: 
1 1 1 1 


| 
ee 7 eb er ee a ee er 


liegt dagegen 4 zwischen /, und /, oder Z; und Z,, so ist 77 von der sechsten 
Art, und wird 4>>1/, oder 4<Zl, angenommen, so ist /7 von der sieben- 
ten Art. 

Der Complex siebenter Art 7), hat demnach mit unendlich vielen 
Complexen 7 siebenter, sechster und fünfter Art seine Singularitätenfläche 
gemein. Seine reellen Complexkegel und -Curven sind von denjenigen 
der zugehörigen Complexe sechster Art durch die Singularitätenfläche 
getrennt (12.), denn die beiden reciprok-polaren Gewebe 7’ und Z” sind 
beide elliptisch, wenn 4 zwischen 2, und Z, oder /, und /, liegt. Die Sin- 
gularitätenfläche &* wird folglich von jeder Ebene in einer reellen Curve 
geschnitten und sendet nach jedem Punkte des Raumes einen reellen 'Tan- 
gentenkegel, hat aber keine reellen Doppelpunkte und Doppelebenen (12., 11.). 

Von den parabolischen Complexen fünfter Art, welche &* zur Sin- 
gularitätenfläche haben, müssen die Complexkegel und -Curven aller Punkte 
und Ebenen des Raumes reell sein. Nämlich von zwei durch &* getrennten 
Geraden schneidet jede unendlich viele reelle Strahlen dieser Complexe 
(13.), weshalb die Kegel und Curven aller ihrer Punkte und Ebenen reell 
sind; auf jeder Seite von &* liegen sonach Mittelpunkte reeller Complex- 
kegel, woraus der Satz folgt. 

21. Ordnen wir die Constanten /; der Grösse nach, so ergiebt sich 
aus diesen und ähnlichen Erwägungen Folgendes für die letzten vier Haupt- 
arten quadratischer Complexe. 

Folgen die Constanten /, 4, 4 oder auch /, 4, 4 ungetrennt auf 
einander (it . BL _>hL >, >L > L > Leider h > L >. >L >L >41), 
so ist die Singularitätenfläche imaginär, und die zu ihr gehörigen Com- 
plexe 7/7 sind theils von der achten Art, also imaginär, theils von der 
sechsten Art. 

Wenn zwei der Constanten /,, Z, /; von der dritten, nicht aber von 
einander getrennt sind durch /, 4 und 4 (z.B. wann ,o>1, >: >1L,>1L>1 
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oder „OL >LD>L>L>L,), so hat die Singularitätenfläche keine reellen 
Doppelpunkte und Doppelebenen, wird aber von jeder Ebene in einer reellen 
Curve geschnitten und sendet ebenso nach jedem Punkte des Raumes einen 
reellen Tangentenkegel (20.); zu ihr gehören Complexe fünfter, sechster 
und siebenter Art. 

Der mehrfach untersuchte Fall einer reellen Singularitätenfläche 
mit 16 reellen Doppelpunkten und 16 reellen Doppelebenen kann nur 
dann eintreten, wenn jede der Constanten /,, 4, Z, von den beiden andern 
getrennt ist durch /, 4 und 4 (z.B. wenn KA >1,>L>1L>1L >], 
Denn in diesem Falle sind alle zugehörigen quadratischen Complexe 
I; von der fünften Art, weil sie weder elliptisch noch imaginär sein 
können (11.), und weil ihre sechs Fundamentaleomplexe alle reell sind *). 

22. Es giebt also Complexe sechster Art mit imaginären, und andere 
mit reellen Singularitätenflächen; die Complexkegel und ebenen Complex- 
eurven der ersteren sind alle reell (12., 19.), während bei den letzteren die 
Mittelpunkte ihrer reellen Kegel und die Ebenen ihrer reellen Complex- 
eurven von den übrigen Punkten resp. Ebenen des Raumes durch die Sin- 
gularitätenfläche getrennt sind. 

Ebenso giebt es zweierlei Complexe fünfter Art; die Singularitäten- 
flächen der einen haben sechzehn, die der andern haben gar keine reelle 
Doppelpunkte und Doppelebenen, sind aber gleichwohl reell. Von den 
letzteren Complexen sind alle Kegel und ebenen Curven reell (20.), und 
diejenigen singulärer Punkte oder Ebenen zerfallen demgemäss in je zwei 
reelle Ebenen resp. Punkte; die ersteren Complexe fünfter Art dagegen 
enthalten wahrscheinlich auch imaginäre Kegel und Curven. 

Alle Complexe siebenter Art haben Singularitätenflächen, welche von 


jeder Ebene in reellen Curven geschnitten werden und deren Doppelpunkte 


und Doppelebenen alle imaginär sind (20... Von den Complexen achter 

Art sind alle Strahlen und zugleich die Singularitätenflächen imaginär (11.). 
23. Ein Complex erster oder zweiter Art kann nur mit gleich- 

artigen Complexen die Singularitätenfläche gemein haben, weil seine sechs 

Fundamentalcomplexe alle resp. bis auf zwei imaginär sind (16.). Die 

Singularitätenfläche kann vier reelle Doppelpunkte (und Doppelebenen) 

besitzen **), und ist bei dem Complexe erster Art allemal reell (14.). 

*) Vgl. dieses Journal Bd. 86 S. 209— 212. 

*#*) S, dieses Journal Bd. 86 S. 106. 
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Es giebt zweierlei Complexe dritter Art, nämlich solche, welche 
nur mit gleichartigen, und andere, welche mit Complexen dritter und vierter 
Art ihre Singularitätenfläche gemein haben. (Wegen des Beweises vgl. 20. 
Die letzteren Complexe dritter Art haben lauter reelle Kegel und reelle ebene 
Curven; ihre Singularitätenflächen werden von jeder Ebene in reellen Curven 
geschnitten, und haben keine reellen Doppelpunkte und Doppelebenen. 
Die ersteren Complexe dritter Art enthalten wahrscheinlich auch imaginäre 
Kegel mit reellen Mittelpunkten, und ihre Singularitätenflächen können je 
acht reelle Doppelpunkte und Doppelebenen besitzen *). 

24. Wenn wir mit Rücksicht auf die Singularitätenflächen die Com- 
plexe dritter, fünfter und sechster Art in je zwei verschiedene Arten ein- 
theilen, so erhalten wir statt der bisherigen acht nunmehr eilf Hauptarten 
der allgemeinen quadratischen Complexe. Darunter giebt es eine Art 
hyperbolischer Complexe (I), fünf Arten parabolischer (II, IIL,, IIL,, V 
und V,), vier Arten elliptischer (IV, VI, VI, und VII), und eine Art ima- 
sinärer Complexe (VIII. Von dreien dieser eilf Arten, nämlich von IIL, 
V, und VI,, sind die Complexkegel und -Curven aller reellen Punkte und 
Ebenen des Raumes reell. 
























Zwei quadratische Complexengewebe, welche reciproke Polaren sind 
bezüglich des Hauptgewebes 4, enthalten, wenn sie hyperbolisch oder 
imaginär sind, allemal gleichartige Complexe; nur wenn sie parabolisel 
oder elliptisch sind, können sie ungleichartige Complexe enthalten. 


*) S. dieses Journal Bd. 86, S. 106. 


Strassburg 1. E. im October 1884. 
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Sur les courbes de tangentes prineipales des surfaces 
de Kummer. 


(Extrait d’une lettre adressee ä M. Th. Reye par M. Corrado Segre.) 


Dans votre memoire sur les courbes asymptotiques de la surface 
de Kummer *) jai remarque surtout le theor&me suivant, d’olı vous parvenez 
au resultat que chacune de ces courbes est la base d’un faisceau de sur- 
faces du 4° ordre: 

Un plan singulier d’un complexe quadratique quelcongue I\,, dont la 
droite singuliere correspondante soit tangente principale de la surface singuliere 
Pb, de ce complexe, est aussi singulier pour ie complexe quadratique infint- 
ment voisin appartenant au faisceau des complexes quadratiques I’, qui passent 
par la congruence des droites singulieres de I ,,, et reciproquement. 

Vous en donnez une d@monstration analytique un peu longue et com- 
pliquee, et je ne sais si vous avez vu qu’on peut aussi le demontrer syn- 
thetiquement de la facon fort simple suivante. 

Dans un plan singulier queleonque 7 de /\, soient A, B les centres 
des deux faisceaux de droites de ce complexe et P le point singulier 
correspondant & la droite singuliere AB, c’est-A-dire le point de con- 
tact de am avec &. Le point P’ conjugud harmonique de P par rapport 
a A et B sera le point de contact de la droite AB avec la serie des 
coniques, situdces dans z, du faisceau des complexes /'. Dans cette serie 
de coniques (ayant encore deux autres tangentes communes qui passent 
resp. par A et B) il n’y a que deux coniques decomposces en couples de 
points, c’est-A-dire le couple AB, qui appartient & /\,, et le couple com- 
pose de P' et d’un autre point, couple qui appartient A un certain 7, dont 
2 est aussi plan singulier. Done si ce /', est infiniment voisin a /\,, et 


> 


*) Ueber die Singularitätenflächen quadratischer Strahlencomplexe und ihre Haupt- 
langentencurven. (Dieses Journal, Bd. 97, pag. 242.) 
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seulement alors, le second couple de points devra coineider avec le premier, 
P coineidera avec A ou B, et en consequence aussi P coineidera avec A 
ou B, c’est-A-dire la droite singuliere AB qui correspond & sera tangente 
prineipale de &). — Votre theor&me est done prouve. 


Ce theoreme a lieu pour toutes les partieularisations de la surface 
de Kummer $;; mais avez-vous vu comment les lignes asymptotiques se 
decomposent dans les cas partieuliers? Voieci comment j’y parviens. On a 
tres-facilement (par exemple par les methodes dont j’ai fait usage dans ma 
dissertation Sulla geometria della retta e delle sue serie quadratiche *)) la pro- 
position suivante: 

Les complexes quadratiques I, passant par la congruence singuliere 
dun complexe quadratique quelconque T', ont les memes complexes lineaires 
fondamentaux, et en particulier les memes droites doubles que celui-ei. 

Que l’on applique done votre theoreme aux differentes especes par- 
tieulieres de complexes quadratiques en tenant toujours compte de cette pro- 
position, et l’on verra & quoi se r&duisent les lignes asymptotiques des diffe- 
rents cas partieuliers de la surface de Kummer. — Voici quelques exemples. 

Les lignes asymptotiques de la surface singuliere de complexes 
[21111], c’est-A-dire de la „Complexfläche* generale de Plücker, sont les 
interseetions de cette surface avec des surfaces infiniment voisines de la 
meme espece, ayant la m&@me droite double. Done elles sont des courbes 
du 12° ordre et de la 12° classe, ayant sur la droite double de la surface 
4 points doubles (et w’appartenant pas A des surfaces eubiques). 

Les lignes asymptotiques de la surface singuliere de complexes [2211), 
c’est-A-dire de la surface quartique A deux droites doubles ineidentes et 4 


points coniques, sont les interseetions de cette surface avec des surfaces 


infiniment voisines et de la m&me espece, ayant les m&mes droites doubles. 
Done elles sont d’ordre et elasse 8, et elles appartiennent A des surfaces 
eubiques passant par les deux droites doubles (mais non pas & des quadriques). 
Il y a deux especes reeiproques de complexes quadratiques [222] et 
l’on trouve ainsi: 
Les lignes asymptotiques de la surface eubique ä 4 points coniques 
(reeiproque de la surface de Steiner) sont les intersecetions de celle-ci avec 


*) Memorie della R. Ace. d. seienze di Torino, serie II, t. 36. 
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des surfaces eubiques contenant les 3 droites d’elle qui ne passent par aucun 
point double. Done elles sont du 6° ordre (et 4° classe) et elles seront 
aussi les intersections de la surface donnee avec des quadriques. 

Les lignes asymptotiques de la surface de Steiner du 4° ordre A 3 
droites doubles sont les intersections d’elle avee d’autres surfaces de Steiner 
ayant les m@mes droites doubles, c’est-A-dire elles sont des courbes du 4 
ordre (de 2° espece), ayant ces 3 droites pour cordes, et ayant leurs deve- 
loppables de la 6° celasse et eirconserites A des quadriques. 

Remarquez comment ces dernieres propositions sur la surface de 
Steiner et sur les quartiques gauches de 2° espece, propositions connues, 
mais de d@monstration direete assez diffieile, deeoulent immediatement de 
votre theoreme et de la proposition que je vous ai @nonede. 

Il y aurait encore d’autres cas partieuliers de la surface de Kummer 
& examiner, mais je me borne A ces exemples, d’autant plus que pour les 
surfaces reglees on n’obtient rien de remarquable. Naturellement la m&me 
methode donnerait dans chaque cas ces lignes asymptotiques partieulieres 
qui correspondent aux complexes fondamentaux (non speciaux) de la sur- 


face et qui sont les lieux des points doues de tangentes quadriponetuelles. 


Turin, le 24 octobre 1884. 












Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener 
Systeme. 
Il. Artikel. 

Die dreibündig-eindeutige Verwandtschaft zwischen drei ebenen Punkt- 
systemen und ihre Beziehungen zur quadratischen und zur 
projeetiv-trilinearen Verwandtschaft. 

Hierzu Tafel II, Fig. 1—6. 


(Von Herrn Guido Hauck.) 


er 


Exposition. 


Mr 
infolge der Resultate des Il. Artikels *) ist die projeetiv-trilineare 


Verwandtschaft zwischen drei ebenen Punktsystemen S, S’, S’ (vgl. Fig. I 
bestimmt durch die drei mal zwei Kernpunkte p und q, p und g’, p’ und g', 
von denen wir qg und p, q und p’, g’ und p je als gegnerische Kern- 
punkte bezeichnen, und ferner durch die drei projeetivischen Beziehungen 
zwischen je zwei gegnerischen Kernstrahlenbüscheln (das heisst zwischen 
den Strahlenbüscheln, deren Centren je zwei gegnerische Kernpunkte bilden). 
In denselben figuriren die Verbindungslinien der Kernpunkte pg, p'g, p'q 
(Hauptaxen) je als entsprechende Strahlen. Für die Zuordnung der Punkte 
der drei Ebenen besteht die Beziehung, dass von einem Tripel zuge- 
ordneter Punkte x, x’, x” je zwei auf entsprechenden Strahlen der be- 
züglichen gegnerischen Kernstrahlenbüschel liegen müssen. — Fig. 1 zeigt 
die drei Systeme in ebener orientirter Lage (im weiteren Sinn), das heisst 
in einer Lage, bei welcher je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel per- 
speetivisch sind. — Drei gemäss dieser Definition auf einander bezogene 
ebene Punktsysteme können in gestaltlicher Beziehung stets als verschiedene 
Projeetionen eines und desselben Original-Punktsystems angesehen werden. 


®) S, dieses Journal Bd. 97, S. 261. 
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Mit Rücksicht hierauf wurde die in Rede stehende Verwandtschaft als pro- 


jectiv-trilineare Verwandtschaft bezeichnet. 


Ehe die Eigenschaften der also charakterisirten projectiv - trilinearen 
Verwandtschaft weiter verfolgt werden, ist vor allem die Frage zu erledigen, 
ob dieselbe wirklich den allgemeinsten Fall der dreibündig-trilinearen 
Verwandtschaft repräsentirt. 

Versteht man nämlich unter dem allgemeinen Begriff der dreibün- 
digen Verwandtschaft zwischen drei ebenen Punktsystemen denjenigen Ver- 
wandtschaftstypus, bei welchem die Punkte dreier Ebenen vermöge dreier 
von einander unabhängigen Bedingungen auf einander bezogen sind: so mag 
zunächst als dreibündig-eindeutige Verwandtschaft diejenige Verwandt- 
schaft bezeichnet werden, in welcher die Punkte dreier Ebenen dureh die 
einzige Bedingung der eindeutigen Zuordnung dreifach gebunden sind. 
Von dieser repräsentirt dann die allgemeine dreibündig-trilineare Ver- 
wandtschaft einen speciellen Fall, welcher durch das Hinzufügen der weite- 
ren Forderung bedingt wird, dass den in zwei geraden Linien liegenden 
Punkten zweier Ebenen in der dritten Ebene stets Punkte zugeordnet sein 
sollen, die ebenfalls in gerader Linie liegen. Es fragt sich, ob die also 
definirte allgemeine dreibündig-trilineare Verwandtschaft identisch ist mit der 
oben gekennzeichneten projectiv-trilinearen Verwandtschaft. 

Die Beantwortung dieser Frage macht die vorherige Untersuchung 
der allgemeinen dreibündig-eindeutigen Verwandtschatt nothwendig. 

Aus dem (sesagten erhellt, dass sich diese drerbündig-eindeutige Ver- 
wandtschaft zur dreibändig-trilinearen Verwandtschaft genau ebenso verhält, 
wie sich die quadratische Verwandtschaft zur collinearen (oder bilinearen ) 
Verwandtschaft verhält. Während einerseits die dreibündig- eindeutige Ver- 
wandtschaft die frilineare Verwandtschaft als Speeialfall in sich schliesst, 
ebenso wie die quadratische Verwandtschaft die Collineation als Speecialtall 
enthält, ist andererseits die Collineation in der trilinearen Verwandtschaft 
und ebenso die quadratische Verwandtschaft in der dreibündig-eindeutigen \er- 
wandtschaft als Speeialfall einbegriffen. 

Diese letztere Beziehung ist zunächst bei der projeetie -trilinearen 
und collinearen Verwandtschaft leicht nachzuweisen. Beschränkt man näm- 
lich in einem der drei frilinearen Systeme — z.B. S’ — die Punkte auf 


eine einzige gerade Linie h" (vgl. Fig. 1). so werden dadureh die Punkte 


P; “ 


in den zwei andern Systemen S’ und S eindeutig auf einander bezogen im 
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Sinne der collinearen Verwandtschaft. Befinden sich die drei ebenen Systeme 
in räumlich-orientirter Lage, in welcher sie sich auch in Beziehung auf die 
Lage als Projeetionen eines und desselben räumlichen Punktsystems dar- 
stellen, so können die zwei Systeme S und S’ aufgefasst werden als die 
Projeetionen der durch die Linie h” und das zugehörige Projeetionscentrun 
0, gelegten Ebene. — Es sind nunmehr die zwei Strahlenbüschel p” und q' 
(vgl. Fig. 1) perspectivisch zu der Punktreihe bh’; da aber Strahlenbüschel 
p projeetivisch zu g — und q’ projectivisch zu p ist, so ist auch p pro- 
jeetivisch zu g. Von den Kernstrahlenbüscheln der zwei Ebenen S und S 
sind somit je zwei projeetivisch: p zu q’ und q zu p', und zwar so, dass 
für beide Büschelpaare die Verbindungslinien der Kernpunkte pgq und pq 
als entsprechende Strahlen figuriren. Zu einem Punkt «' der Ebene $' er- 
giebt sich der zugeordnete Punkt x der Ebene S als Schnittpunkt der zwei 
Strahlen der Büschel p und q, welche beziehungsweise den Strahlen gr 
und px" entsprechen. 

Diese Bestimmungsart der collinearen Verwandtschaft ist keine andere 
als diejenige, welche Seydewitz in seinem Aufsatze „Darstellung der geo- 
metrischen Verwandtschaften mittels projectivischer Gebilde“ *) als Aus- 
gangspunkt für die Betrachtung der collinearen Verwandtschaft benutzt hat. 


Durch Verallgemeinerung derselben in der Art, dass in den zwei projec- 
tivischen Büschelpaaren die Verbindungslinien der Kernpunkte pq und p'q 
nicht als entsprechende Strahlen figuriren, gelangt man zu der guadra- 


tischen Verwandtschaft. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, in ganz derselben Weise auch eine 
Verallgemeinerung des Bestimmungsmodus der projeetiv-trilinearen Verwandt- 
schaft zu versuchen, also unter Beibehaltung des übrigen Zuordnungs- 
mechanismus eine Aenderung in der Art vorzunehmen, dass die Hauptaxen 
jetzt nicht mehr entsprechende Strahlen je zweier gegnerischen Kernstrahlen- 
bischel bilden. Man möchte vermuthen, man werde auf diese Weise zu 
der allgemeinen dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft gelangen. Diese Ver- 
muthung bestätigt sich indessen nicht. Vielmehr ergiebt sich, dass man 
durch das angedeutete Verfahren nicht den allgemeinsten —, sondern nur 
einen speciellen Fall der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft erhält, — 
(ein Ergebniss, das beiläufig den Zweifel verstärkt, ob unser seitheriger 


8. Theil 8.1. 
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Bestimmungsmodus der trilinearen Verwandtschaft wirklich den allgemein- 
sten Fall dieser Verwandtschaft darstellt). 
Indem wir nun im folgenden von der allgemeinsten Definition der 


dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft ausgehen, werden wir zunächst die 
Grundeigenschaften dieser Verwandtschaft entwickeln, um dann von hier 
aus durch successive Specialisirung zuerst zu dem letzterwähnten besonderen 
Fall und weiterhin zur trilinearen Verwandtschaft überzugehen. Wir ver- 
folgen dabei die Eigenschaften der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft 
nur so weit, als es zu dem angedeuteten Zweck erforderlich ist. 


$2. 


Die allgemeine dreibündig-eindeutige Verwandtschaft 


Die Punkte dreier ebenen Systeme S, S, S’ mögen in der Art drei- 
fach gebunden sein, dass zu zwei Punkten irgend zweier Systeme jedesmal 
der zugeordnete dritte Punkt des dritten Systems eindeutig bestimmt ist. 

Aus den drei Gleichungen, durch welche demgemäss bei analytischer 


! ! 


Behandlung die drei Coordinatenpaare xy, xy, xy‘ dreier zugeordneten 
Punkte gebunden sein müssen, kann ein Coordinatenpaar eliminirt werden. 
Eliminirt man zuerst das Paar xy, dann xy‘, endlich «’y’, so erhält man 
drei neue Gleichungen, von welchen 


de Lnmurz,y undxe,y —. 


a FE Se 2 SE 

- a 
enthält. Es besteht folglich zwischen je zweien von drei zugeordneten 
Punkten eine bestimmte Beziehung. Sind dann in zwei Ebenen — z. B. S 
und S’” — zwei Punkte gegeben, deren Coordinaten &, y' und x’, y' der 


Beziehung I]. genügen, so bestimmen sich die Coordinaten @, y des dritten 
zugeordneten Punktes aus den zwei Gleichungen Il. und III. Da diese 
Bestimmung der Voraussetzung gemäss eine eindeutige sein soll, so folgt, 
dass letztere zwei Gleichungen nach x und y linear sein müssen. Ganz 
ebenso ergiebt sich, dass die zwei Gleichungen III. und I. nach © und y', 
sowie die zwei Gleichungen I. und II. nach =” und y" linear sein müssen. 

Nun drückt aber eine Gleichung, welche nach jeder der zwei mal 
zwei variabeln Coordinaten der Punkte zweier Ebenen linear ist, eine Be- 
ziehung zwischen diesen zwei Ebenen aus, welche keine andere als die- 

39" 
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Jenige der allgemeinen Reeiproeität ist. Mit jenen drei Gleichungen 


sind somit drei Reciproeitätsbeziehungen gegeben, die zwischen je zweien 
der drei Systeme S, S', S’ obwalten und die wir kurz als die Reeiproeitäts- 
beziehungen SS’ —, S’S —, SS’ bezeichnen wollen. Zwischen je zwei 
Punkten eines Tripels zugeordneter Punkte besteht die Beziehung, dass 
jeder auf der Polaren des andern in Bezug auf die Reeciproeitätsbeziehuns 
der betreffenden Ebenen liegen muss. Unter der speeifischen Bezeichnung 
sugeordnete Punkte wollen wir im folgenden stets und ausschliesslich 
solche Punkte verstehen, bei welchen diese letztere Bedingung zutriftt. 
Sind in zwei Ebenen — z. B. S und S” — zwei solche zugeordnete Punkte 
xv und x" (von welchen also jeder auf der Polaren des andern in Bezug 
auf die Reeiproeitätsbeziehung SS” liegt) gegeben: so erhält man den das 
Tripel schliessenden dritten zugeordneten Punkt x der Ebene S, indem man 
zu x die Polare in Bezug auf die Reeiproeitätsbeziehung SS — und zu «x 
die Polare in Bezug auf S’S construirt und den Schnittpunkt dieser zwei 
Polaren als Punkt x markirt. 


Die Hauptkegelschnitte. 

Es wirft sich die Frage auf, ob und unter welchen Umständen bei 
der am Schluss des vorigen Paragraphen genannten Construction es ge- 
schehen kann, dass die zu zwei zugeordneten l’unkten = und x" in deı 
dritten Ebene eonstruirten Polaren zusammenfallen, so dass ihr Schnitt- 
punkt x unbestimmt wird und also jeder beliebige Punkt der betreffenden 
(seraden den Punkten x’ und x als dritter zugeordneter entsprechen kann. 

Es ist sofort ersichtlich, dass zu jedem Punkt x’ ein ganz bestimmte: 
Punkt x" existirt, dessen Polare in Bezug auf SS mit der Polaren von x 
in Bezug auf S’S zusammenfäll. Man findet ihn, indem man zuerst die 
Polare von x’ in Bezug auf SS und dann zu letzterer den Pol x in 
Bezug auf SS” construirt. Die Punkte x’ und =” der Systeme S’ und S 
werden dadurch paarweise auf einander bezogen, und zwar ist diese Bezie- 
hung eine collineare, da jedes der genannten Punktsysteme S’ und S 
veeiprok ist zu dem Geradensystem S. — Indessen repräsentirt nicht ein 
jedes Punktepaar x’, x’ dieser collinearen Paarung zugleich auch ein zu- 
geordnetes Punktepaar im Sinne der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft. 
Es handelt sich also des weiteren darum, von sämmtlichen Punktepaaren 


RE en tn - 








gen 
eien 
äts- 
‚wei 
lass 
uno 
ung 
ich 
ıkte 
ZUG 
das 
Nall 
r 


we] 


bei 
St 
deı 
itt- 
len 
nn. 


{el 


lie 





Hauck, trilineare Verwandtschaft ebener Systeme. Ill. 309 


x. x" der collinearen Paarung diejenigen auszusondern, für welche die 


/uordnungsbedingung (nämlich: dass der eine Punkt =’ auf der Polaren 
les andern x” liegt) erfüllt ist. 

Denkt man sich zu diesem Behufe zu jedem Punkte x’ die Polare 
in der Ebene S’ construirt, so bilden diese sämmtlichen Polaren ein ebenes 
(eradensystem, das durch &° bezeichnet werden mag. Dasselbe ist reci- 
prok zu dem Punktsystem S” und folglich auch reciprok zu dem mit 5° 
eollinearen Punktsystem S. >° und S’ bilden also zwei in einander 
liegende reeiproke Systeme, für welche die gesuchten besonderen Punkte 
x, die auf den Polaren der entsprechenden Punkte x liegen, die Rolle 
von öneiderten Elementen spielen. Nun erfüllen bekanntlich *) die inei- 
denten Punkte einen Kegelschnitt, welcher reell oder imaginär sein kann. 


Von den zugehörigen, durch sie gehenden Polaren wird ferner ein — reeller 
oder imaginärer — Kegelschnitt umhüllt, welcher innerhalb des erstge- 


nannten Kegelschnittes liegt und mit diesem in doppelter reeller oder ima- 
»inärer Berührung steht. Wir bezeichnen den äussern Kegelschnitt dureh 
K', den innern durch &. 

In der schematischen Fig. 2. sei m ein Punkt des äusseren Kegel- 
schnitts X, » der vermöge der collinearen Paarung ihm entsprechende 
Punkt des Systems 5”, ferner m’ die durch m’ gehende und den innern 
Kegelschnitt 8’ berührende Polare von »”’, und m” die durch »" gehende 
Polare von m’ **). 

Es entsprechen nun den sämmtlichen Punkten m des Kegelschnittes 
kK im Systeme S’ (vermöge der collinearen Paarung) Punkte n", die auf 
einem Kegelschnitt K’ liegen. Durch jeden derselben geht die Polare m 
des entsprechenden Punktes m’, und alle diese Polaren hüllen wieder einen 
Kegelschnitt 8” ein, der innerhalb X” liegt und mit diesem in doppelter 
reeller oder imaginärer Berührung steht. 

Die Punkte der zwei äusseren Kegelschnitte sind projeetivisch auf 
einander bezogen; je zwei entsprechende Punkte m’ und »" können in Hin- 
sicht auf die dreibündig-eindeutige Verwandtschaft als zugeordnete Punkte 


*) Vergl. Seydewitz, a. a. 0. $31, 9—11; ferner: H. Schröter: „Untersuchung zu- 
sammenfallender reeiproker Gebilde in der Ebene und im Raume“. Dieses Journal, 
Band 77, 8. 105. 

**) Wir bezeichnen im folgenden durchweg die Punkte mit lateinischen, die ihnen 
zugehörigen Polaren mit den gleichlautenden deutschen Buchstaben und deuten die 
“bene, welcher die Punkte und Linien angehören, durch entsprechende Accentuirung an. 
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genommen werden und haben dann die Besonderheit, dass ihre beidersei- 
tigen Polaren in der Ebene S zusammenfallen, dass also der das Tripel 
schliessende dritte zugeordnete Punkt unbestimmt ist. Diese letztgenannten 
Doppelpolaren, welche die Doppelbezeichnung m,n erhalten mögen, müssen 
in der Ebene S wieder einen Kegelschnitt $} umhüllen. Denn ihre Pole 
liegen auf einem solchen. 

Wir bezeichnen die Punkte der Kegelschnitte X’ und K" als Haupt- 
punkte —, die 'Tangenten der Kegelschnitte 8, ®, 8” als Hauptlinien 
der betreffenden Ebenen. Je zwei Hauptpunkte m’ und »”, welche sich in 
der genannten Weise entsprechen, bezeichnen wir als zu einander und zu 
der ihre gemeinschaftliche Polare vorstellenden Hauptlinie m,n conjugirt. 

Auf ähnliche Weise erledigt sich auch die umgekehrte Frage naclı 
solchen Geraden der Systeme S’ und S”, von denen jede durch den Pol der 
andern geht und denen in S ein und derselbe Punkt als Doppelpol entspricht. 

Theilt man zunächst je zwei Gerade r' und x", welche in S den- 
selben Punkt x zum Pol haben, einander zu, so werden dadurch _ die 
Geraden in S und S” collinear gepaart. Um hierauf von diesen sämmt- 
lichen Geradenpaaren r', x" diejenigen auszusondern, die der Bedingung 
genügen, dass r durch den Pol von x” geht, denke man sich zu jeder 
(Geraden x’ den Pol in S’ construirt; die Gesammtheit dieser Pole bildet 


dann das ebene Punktsvstem FF’, welches reeiprok zu dem Geradensvstem 
. . 


S’ und folglich auch reciprok zu dem mit S” collinearen Geradensysten 
S' ist. In den zwei in einander liegenden reeiproken Systemen I’ und S 
spielen nun die besonderen Geraden x’, die durch die Pole der entsprechenden 
Geraden x” gehen, wieder die Rolle von ineidenten Elementen. Dieselben 
müssen also wieder den Kegelschnitt X’ berühren, und die zugehörigen 
in sie fallenden Pole müssen auf dem Kegelschnitt X’ liegen. Währen« 
jedoch (s. Fig. 2) bei der vorherigen Betrachtung dem Punkt m’ als dem 
System S’ angehörig die Gerade n’ als Reeiproke entsprach, so fällt nun- 
mehr dem Punkt m’ als dem System =’ angehörig die andere von m aı 
den Kegelschnitt $’ gehende Tangente [ als Reciproke zu. U bildet 
sonach zusammen mit m” ein Paar solcher Geraden, von denen jede durch 
den Pol der andern geht und welchen in S ein und derselbe Punkt als 
Pol entspricht. Letzterer muss auf der Polaren m,n von m und »” liegen 
und mag durch ! bezeichnet werden. Der Geraden m’ fügen wir als der 
Polaren von / in Bezug auf SS” noch die Nebenbenennung [ zu. 
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Ganz ebenso ergiebt sich, dass die von »’ an den Kegelschnitt X 
gehende zweite Tangente, die durch 0’ bezeichnet werden mag, zusammen 
mit n’ ein Paar von Geraden bildet, von denen jede durch den Pol der 
andern geht und denen in S ein und derselbe, auf mn liegende Punkt o 
als Pol entspricht. Der Geraden nm’ mag mit Beziehung hierauf noch die 
Nebenbenennung o zugefügt werden. 

Die sämmtlichen Punkte /, o, ..., welche in S die Bedeutung von 
Doppelpolen haben, müssen auf einem Kegelschnitt X liegen, der mit ft in 
doppelter reeller oder imaginärer Berührung steht; denn St, K ist reeiprok 
zu KR und K', 

Die Doppelpole als solche werden im folgenden zunächst keine so 
wesentliche Rolle spielen wie die Doppelpolaren. Dagegen ergiebt sich aus 
der vorangegangenen Betrachtung nunmehr leicht, dass ganz dieselben Bezie- 
hungen, die oben zwischen den Hauptpunkten und Hauptlinien der Kegel- 
schnitte A, K’ und St klargelegt wurden, auch zwischen den äusseren 
Kegelschnitten X, K° und dem inneren &”, sowie zwischen den äusseren 
k, K' und dem inneren $ obwalten. 

So sind z. B. die zwei Punkte / und m’ auf K und K' zugeordnete 
Punkte, insofern jeder auf der Polaren des andern liegt; ihre beiderseitigen 
Polaren in S” fallen zusammen in die Hauptlinie (", m’. Es stellen also 
! und m’ zwei conjugirte Hauptpunkte der Ebenen S und $’ vor, denen in 
der dritten Ebene S” die [’,m” als conjugirte Hauptlinie entspricht. In 
gleicher Weise stellen o und »” zwei conjugirte Hauptpunkte der Ebenen 
S und S’ vor, denen in der Ebene S’ die vo’, m als conjugirte Hauptlinie 
entspricht. 

Man beachte wohl, dass zweien conjugirten Hauptpunkten m’ und » 
in der dritten Ebene S im allgemeinen zwei verschiedene Punkte als 
conjugirte Hauptpunkte entsprechen; dem Punkt m’ ist /, dem Punkt »’” 
ist o conjugirt. Man bemerke ferner, dass die den zwei conjugirten Haupt- 
punkten m’ und »" conjugirte Hauptlinie m, n identisch ist mit der Verbin- 
dungslinie lo jener beiden zu m’ und »” einzeln conjugirten Punkte / und o. 
Nur in den Berührungspunkten zwischen den äusseren und inneren Kegel- 
schnitten (sofern die Berührung eine reelle ist) findet ein Zusammenfallen 
der Punkte / und o statt. 

Im allgemeinen wäre es daher falsch, zu schliessen: wenn »” con- 


Jugirt m’, und m’ conjugirt /, so werde auch / eonjugirt »’ sein. Dem 
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Punkt / entspricht vielmehr als conjugirter in S” der zweite Schnittpunkt 
4 der Hauptlinie (”, m” mit dem Kegelsehnitt X". Ebenso entspricht dem 
Punkt o als conjugirter in S’ der zweite Schnittpunkt p’ der Hauptlinie 
0’, mit dem Kegelschnitt X’. — Die Bezeichnung ist so gewählt, dass 
immer und ausschliesslich zwei solche Hauptpunkte conjugirt sind, die mit 
zwei im Alphabet auf einander folgenden Buchstaben versehen sind. 

Es ist leicht, die lteihe der eonjugirten Hauptpunktepaare k’lm'n"op 
nach beiden Seiten hin fortzusetzen. Zu p’ ist eonjugirt der zweite Sehnitt- 
punkt q”’ der Hauptlinie 0” mit X’. Zu g” ist conjugirt der Sehnittpunk: 
r der andern von o an St gelegten Tangente mit X; zur — der Schnitt- 
punkt s der andern von p' an fl gelegten Tangente mit K; u. s. f. (vgl 
Fig. 2). Ebenso ist die Fortsetzung der Reihe nach der andern Seite hin 
(ühg f) in der Fig. angedeutet. 


Fassen wir das kesultat der ganzen Betrachtung zusammen, so hai 
sich folgendes ergeben (vgl. Fig. 2): 

In jeder der drei Ebenen S, S’ S” liegen zwei reelle oder imaginäre 
Kegelschnitte X und Sf, bezw. K und ®, K’ und 8”, von welchen jedes- 


mal der äussere X, bezw. K', K’ den inneren 8, bezw. &', &” in doppelter 


(reeller oder imaginärer) Berührung umschliesst und welche wir die zwei 
Hauptkegelschnitte der betreffenden Ebene nennen. Von den Punkten 
der drei äusseren und den Tangenten der drei inneren Hauptkegelschnitte. 
welche wir die Hauptpunkte und Hauptlinien der betreffenden Ebenen 
nennen, sind jedesmal die Hauptpunkte zweier Ebenen und die Hauptlinien 
der dritten Ebene projeetivisch auf einander bezogen. Je drei vermöge 
dieser Beziehungen einander entsprechende Kegelschnittelemente (2 Punkte, 
1 Tangente) bezeichnen wir als einander conjugirt. Bezüglich dieser con- 
jugirten Hauptpunkte und Hauptlinien gelten nun folgende Sätze: 

1. Jedem Hauptpunkt einer Ebene entspricht in jeder der zwei andern 
Ebenen ein ihm conjugirter Hauptpunkt und eine ihm conjugirte Hauptlinie. 
Die conjugirte Hauptlinie stellt seine Polare in der betreffenden Ebene vor 
und geht durch den conjugirten Hauptpunkt der betreffenden Ebene. 

2. Je zwei conjugirte Hauptpunkte können als zugeordnete Punkte 
der betreffenden Ebenen fungiren. Ihre Polaren in Bezug auf die dritte Ebene 
fallen in eine Gerade zusammen, welche durch die conjugirte Hauptlinie der 
dritten Ebene repräsentirt wird und welche durch die den zwei Hauptpunkten 
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in der dritten Ebene conjugirten Hauptpunkte geht. Der zweien conjugirten 


Hauptpunkten zugeordnete dritte Punkt ist demgemäss unbestimmt; jeder Punkt 
der conjugirten Hauptlinie der dritten Ebene kann als solcher fungiren. 

Als Corollar zu 2. lässt sich sofort der umgekehrte Satz aussprechen: 

3. Fällt von den drei Punkten eines zugeordneten Punkte-Tripels einer 
in einen Hauptpunkt, der zweite aber nicht: so muss der dritte in den dem 
ersten conjugirten Hauptpunkt der dritten Ebene fallen. 

Denn (vgl. Fig. 2) fällt z.B. x in den Hauptpunkt m’ und liegt 
x beliebig auf der Polaren m,n von m, so muss in der dritten Ebene S” 
einerseits die Polare von x durch den Pol »” von m,n gehen, andererseits 
geht auch die Polare m” von m’ durch »”; somit schneiden sich die beider- 
seitigen Polaren von x und m’ in dem zu m conjugirten Hauptpunkt =”. 

Man bemerke endlich noch, dass wenn die drei äusseren Haupt- 
kegelschnitte und die drei projeetivischen Beziehungen zwischen den Punkten 
je zweier derselben bekannt sind, damit auch (gemäss Satz 2) die drei 
inneren Kegelschnitte nebst deren projeetivischen Beziehungen bestimmt 
sind, und umgekehrt. 


s4. 
Constructionen an den lauptkegelschnitten. 

Sind die drei Reeiproeitätsbeziehungen zwischen den drei ebenen 
Systemen S, S’, S’ gegeben, so sind damit die drei mal zwei Hauptkegel- 
schnitte nebst der dreifachen projectivischen Zuordnung ihrer Punkte und 
Tangenten bestimmt. Wir setzen im folgenden die Curven als reell vor- 
aus und nehmen an, dieselben seien gegeben, bezw. construirt, und die pro- 
jeetivischen Beziehungen seien festgestellt, so dass zu jedem Hauptpunkt oder 
zu jeder Hauptlinie einer Ebene die ihnen in den zwei andern Ebenen conju- 
girten Hauptpunkte und Hauptlinien jederzeit leicht markirt werden können. 

Abweichend von der im vorigen Paragraphen angewendeten Bezeich- 
nungsweise werden wir im folgenden, wo es nicht zu Missverständnissen 
führen kann, zwei conjugirte Hauptpunkte mit gleichlautenden lateinischen 
Buchstaben bezeichnen. Es ist aber hierbei insofern Vorsicht zu beob- 
achten, als nicht umgekehrt geschlossen werden darf, dass zwei mit gleich- 
lautenden Buchstaben versehene Hauptpunkte stets conjugirt seien. Denn 
ist z. B. dem Hauptpunkt k in S einerseits % in S’ —., andererseits A” in 
S° eonjugirt, so sind # und %k" im allgemeinen nicht unter sich conjugirt. 
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Obiges vorausgesetzt — erledigen sich nun die Fundamentalaut- 
gaben der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft mit Hilfe der Haupt- 
kegelschnitte auf folgende Weise: 

1.a) Um zu einem Punkt — z. B. x” der Ebene $” (vgl. Fig. 3) — 
die Polaren r und x in den zwei andern Ebenen zu eonstruiren, zieht man 
von x’ die zwei Tangenten f’ und [’ an den zugehörigen inneren Haupt- 
kegelschnitt &” und markirt deren conjugirte Hauptpunkte 4’ und /! in S', 
k und Z in S: so repräsentiren deren Verbindungslinien AUT und kl die 
Polaren y’ und x von «© in Bezug auf die Ebenen S’ und $S. (Denn 4 und 
! sind die Pole von f' und [’; aus: x’ auf f’ und l" — folgt aber: y 
durch %# und /.) Also: 

Die beiderseitigen Polaren eines Punktes schneiden die betreffenden 
äusseren Hauptkegelschnitte in conjugirten Hauptpunkten, welche den durch 
den Punkt gehenden zwei Hauptlinien conjugirt sind. 

1.b) Um zu einer Geraden — z.B. h” der Ebene $” (vgl. Fig. 4) 
die Pole 4 und A in den zwei andern Ebenen zu construiren, markirt man 
die zwei Schnittpunkte 4° und m” der h” mit dem zugehörigen äusseren 
Hauptkegelschnitt X” und bestimmt deren conjugirte Hauptlinien und m 
in S', £ und m in S: so repräsentiren deren Schnittpunkte die verlangten 


Pole A und A. (Denn aus: 4’ und m’ auf 5" — folgt: E und m’ dureh 
h.) Also: 

Durch die beiderseitigen Pole einer Geraden gehen je zwei Hauptlinien. 
welche den zwei Schnittpunkten der Geraden mit dem betreffenden äusseren 


Hauptkegelschnitt conjugirt sind. 

1. c) Mittelst 1. 5) ergiebt sich die Lösung von Aufgabe 1. a) für 
den Fall, dass ©” innerhalb des Hauptkegelschnitts 8 liegt. Es werden 
dann E’ und (’ (Fig. 3) und demzufolge auch 4 und /, k und ! imaginär. 
Man kann in diesem Falle durch x” zwei beliebige Gerade ziehen, — deren 
Pole eonstruiren (nach 1. 5), und erhält dann in den Verbindungslinien der 
letzteren die verlangten Polaren von x”. 

2. Mittelst 1. a) erledigt sich die Aufgabe, ein Tripel zugeordnete! 
Punkte zu construiren, wie folgt (vgl. Fig. 3): Man wählt einen Punkt 
— z.B. x” — willkürlich, bestimmt dessen zwei Polaren %’’ und Al (nach 1. «), 
wählt auf einer der letzteren — z. B. 4! — den Punkt x’ beliebig und construirt 
zu x die Polare m» in Bezug auf S’S (nach 1. a): so ist der Schnittpunkt 
von kl und mn der dritte zugeordnete Punkt x. (Man bemerke, dass — 
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nach 1. e — von drei zugeordneten Punkten höchstens einer innerhalb 
._, . » . . \ 
des zugehörigen inneren Hauptkegelschnitts liegen kann. 
3. Sind in zwei Ebenen — z.B. S’ und S’ — zwei zerade 


Linien g’ und 5’ gegeben, welche die zugehörigen äusseren Hauptkegel- 
schnitte bezw. in den Hauptpunkten # und 7, m” und »” schneiden, so ent- 
spricht denselben in der dritten Ebene S ein Kegelschnitt, welcher durch 
die conjugirten Hauptpunkte %, !, m, n geht und ausserdem durch die zwei 
Pole g und h der Geraden g’ und bh” in Bezug auf die Ebene S, das heisst 
dureh die zwei Punkte, in denen sich einerseits die zu 4 und / eonjugirten, 
durch k und ! gehenden Hauptlinien £ und [I —., andererseits die zu m’ und 
n' conjugirten, durch m und » gehenden Hauptlinien m und ı schneiden. 

Denn die Polaren der Punkte der Geraden g’ in Bezug auf S’S" 
bilden ein Strahlenbüschel, das mit der Punktreihe g’ projeetivisch ist und 
daher die Gerade h” nach einer mit g’ projeetivischen Punktreihe schneidet. 
Es bilden also die zugeordneten Punkte x’ und =" der zwei Geraden q’ und 
h" zwei projeetivische Punktreihen. Hieraus folgt, dass auch die zwei 
Strahlenbüschel, welche in der Ebene S von den beiderseitigen Polaren der 
zugeordneten Punkte dieser zwei Punktreihen gebildet werden, zu einander 
projeetivisch sind und also durch die Schnittpunkte ihrer entsprechenden 
Strahlen einen Kegelschnitt erzeugen. — Da ferner z. B. dem Punkt # auf 
g ein Punkt x, auf h’ als zugeordneter entspricht, der nicht Hauptpunkt 
ist, so muss diesen zwei Punkten (zufolge des am Schluss des $ 3 formu- 
lirten Satzes 3) als dritter zugeordneter Punkt in S der eonjugirte Haupt- 
punkt k entsprechen, das heisst: der Kegelschnitt muss durch %, und 
aus demselben Grunde auch durch /, m, » gehen. — Endlich muss er auch 
dureh die Centren der zwei Strahlenbüschel q und h gehen; diese stellen 
aber die Pole der zwei Geraden g’ und 5” vor und ergeben sich nach 1. b). 

4. Es erhebt sich hier die Frage, unter welchen Umständen der 
zweien geraden Linien entsprechende Kegelschnitt zu einem Geradenpaar 
degenerirt. Es kann dies auf zweierlei Weise geschehen, nämlich: 

a) dadurch, dass von den zwei projeetivischen Strahlenbüscheln y 
und A ein Paar entsprechender Strahlen zusammenfällt. Nun stellen aber 
Je zwei entsprechende Strahlen die Polaren zweier zugeordneten Punkte x’ 
und x" der zwei Geraden g’ und h” vor. Sollen dieselben zusammenfallen, 
so müssen =’ und x" conjugirte Hauptpunkte sein, und wird dann die ge- 
meinschaftliche Polare vorgestellt durch die eonjugirte Hauptlinie der Ebene 

40% 
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S. Es ergiebt sich also, dass der in Frage stehende besondere Fall dann 
eintritt, wenn die zwei Geraden g’ und 5” durch zwei®konjugirte Haupt- 
punkte gehen. Sind 4 und 4’ (vgl. Fig. 4) diese zwei conjugirten 
Hauptpunkte, und werden die Hauptkegelschnitte X’ und K’ von den Ge- 
raden g’ und h ausserdem noch in den Punkten !' und m” geschnitten, so 
wird das Geradenpaar, zu welchem der g’ und bh” zugeordnete Kegelschnitt 
degenerirt, vorgestellt durch die Verbindungslinie der zu 7 und m” eonjugirten 
Hauptpunkte /m (gemäss Satz 3 des $ 3, nach demselben Schluss wie oben 
in No. 3) plus der zu den Hauptpunkten 4 und %” eonjugirten Hauptlinie f. 

Das Zerfallen des Kegelschnitts in ein Geradenpaar kann aber noch 
auf andere Weise herbeigeführt werden, nämlich: 

b) dadurch, dass von den zwei Geraden g’ und 5” jede durch den 
Pol der andern geht, — 9 durch 4 und 5’ durch g’. Es ist alsdann 
der Punkt A’ jedem Punkt der Geraden h’ — und ebenso der Punkt g" 
jedem Punkt der Geraden g’ zageordnet. Wird also in der Ebene S der 
Pol von g’ durch g — und die durch g gehende Polare von A’ dureh h 
bezeichnet, ferner der Pol von 5” durch A, und die durch A gehende Polare 
von g" durch g: so entspricht der Strahl 5 jedem Strahl des Büschels 1, 
und der Strahl g jedem Strahl des Büschels g. Folglich ergiebt sich als 
Erzeugniss dieser zwei Strahlenbüschel das Geradenpaar g und h. 

5. Die Verhältnisse, die bei noch specielleren Lagen der Ge- 
raden 9 und bh eintreten, lassen sich nach dem über die zwei Hauptfälle 
(sesagten leicht überschauen. Mit Rücksicht auf Späteres sei in dieser Be- 
ziehung noch bemerkt: Gehen g’ und bh” zweimal durch eonjugirte Haupt- 
punkte, nämlich durch # und 4, m’ und m” (vgl. Fig. 4, in welcher 
jetzt vorübergehend 4m’ die Gerade g’ vorstellen möge), so fallen die Pole 
von g und 5’ in Bezug auf die Ebene S (nach 1.5) in einen und den- 
selben Punkt A, und die Polaren der zugeordneten Punktepaare von g und 
h' bilden zwei in einander liegende projeetivische Strahlenbüschel, deren 
Doppelstrahlen die den Hauptpunkten #, %’ und m’, m’ conjugirten Haupt- 
linien f und m bilden. Diese sind bezw. den Punktepaaren 4, k’ und m, 
m zugeordnet, während die den übrigen Punktepaaren von g’ und bh zu- 
geordneten Punkte sämmtlich in den Punkt A fallen. 

6. Sind in zwei Ebenen — z.B. S’ und S’ — zwei Curven H 
und N” gegeben, wo M’ vom ut, N” vom vten Grad sein mag, so entspricht 
denselben in der dritten Ebene S eine Curve L vom 2Zuvten Grade mit 2« 
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y-fachen und 2” u-fachen Punkten, die auf dem Hauptkegelschnitt K liegen 
und den Schnittpunkten der Curven M’' und N” mit den bezüglichen Haupt- 
kegelschnitten K’ und KT eonjugirt sind. 

Denn die Curve M’ schneidet den Hauptkegelschnitt X’ in 2« Punk- 
ten. Construirt man zu einem derselben 4 die Polare in Bezug auf S’S”, 


so schneidet diese die Curve N” in v» Punkten. Jeder dieser v Punkte 
bildet zusammen mit # ein Paar zugeordneter Punkte, und jedem dieser » 
Paare entspricht (gemäss Satz 3 am Schlusse des $ 5) als dritter zuge- 
ordneter Punkt der conjugirte Hauptpunkt k. Dieser stellt somit einen 
v-fachen Punkt der Uurve Z vor. Gleiches gilt für sämmtliche 2« Schnitt- 
punkte 4. Folglich besitzt die Curve Z in den 24 Hauptpunkten der Ebene 
S, die den 2« Schnittpunkten der Curve M' mit dem Hauptkegelschnitt K’ 
eonjugirt sind, 2u v-fache Punkte. Ganz ebenso ergiebt sich, dass sie in 
den 2» Hauptpunkten, welche den 2» Schnittpunkten der Curve N” mit 
dem Hauptkegelschnitt X” conjugirt sind, 2” «-fache Punkte besitzt. — 
Da die Curve Z ausser den genannten Punkten keinen weiteren Punkt mit 
dem Hauptkegelschnitt X gemein haben kann (gemäss Satz 3 des $ 5), und 
da diese 2« v-fachen und 2» u-fachen Punkte im Ganzen 4ur Schnittpunkte 
mit A repräsentiren, so ist Z von der Zurte" Ordnung. 

(sehen M’ und N” durch zwei conjugirte Hauptpunkte # und &”, 
so degenerirt Z zu einer Curve vom (2ur—1)'" Grade plus der eonjugir- 
ten Hauptlinie £ Man erkennt unschwer, dass die Curve in dem zu # con- 


Jugirten Hauptpunkt der Ebene S einen (v—1)-fachen —, in dem zu %” con- 
jugirten Hauptpunkt einen («—1)-fachen Punkt besitzt und ausserdem 2u«—1 


v-fache und 2v—1 u-fache Punkte in den Hauptpunkten, welche den übri- 
gen Schnittpunkten der Curven M’ und N” mit den Hauptkegelschnitten K' 
und K” conjugirt sind. — U.s.f. — *). 





*) Das dualistische Gegenstück zu der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft 
zwischen drei ebenen Punktsystemen bildet die dreibündig-eindeutige Verwandtschaft 
swischen drei ebenen Geradensystemen. Die Eigenschaften derselben ergeben sich 
durch einfache reeiproke Umkehrung der vorangehenden Betrachtungen. Zwischen 


je zwei Geraden eines Tripels zugeordneter Geraden besteht die Beziehung, dass jede 


dureh den Pol der andern in Bezug auf die zwischen den zugehörigen Ebenen be- 
stehende Reeiprocität gehen muss. Die Hauptkegelschnitte spielen die nämliche Rolle 
wie in der Punkt-Verwandtschaft. Je zweien conjugirten Hauptlinien ist in deı 
dritten Ebene ein Hauptpunkt (als Doppelpol) eonjugirt. Gleiehwie in der Punkt- 
Verwandtschaft ein Tripel zugeordneter Punkte mittelst 1. « construirt wurde, so 
kommt bei der Geraden- Verwandtschaft zur Construction eines Tripels zugeordneter 
Geraden 1. 5 in Anwendung. 
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>. 
Unterfall der Kalte Verwandtschaft. 

Wie schon in $ 1 erwähnt, ist die quadratische Verwandtschaft in der 
dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft als Specialfall einbegriffen. Beschränkt 
man nämlich in einer der drei Ebenen — z.B. S’” — die Punkte auf eine 
einzige gerade Linie 5’, so werden dadurch die Punkte in den zwei andern 
Ebenen S’ und S eindeutig auf einander bezogen im Sinne der quadratischen 
Verwandtschaft. Den einem Punkt x’ der Ebene S’ zugeordneten Punkt x 
der Ebene S erhält man, indem man zu x’ und zu dem bestimmten ihm 
zugeordneten Punkt der Geraden 5” die beiderseitigen Polaren in der Ebene 
S construirt und deren Schnittpunkt x markirt. 

Sind A und h (vgl. Fig. 4) die Pole der Geraden h” in Bezug auf 
die Ebenen S’ und S, so bilden in diesen Ebenen die beiderseitigen Polaren 
der Punkte der Geraden bh” zwei Strahlenbüschel, deren Centren A und 
sind und welche beide zu der Punktreihe 5’ —, folglich auch zu einander 
projeetivisch sind. Je zwei zugeordnete Punkte z’ und x liegen auf ent- 
sprechenden Strahlen dieser zwei projeetivischen Büschel. 

Je zwei entsprechende Strahlen müssen (nach $4, No. 1. a) die 
Hauptkegelschnitte X’ und K in conjugirten Hauptpunkten schneiden. — 


Unter den Strahlen sind besonders hervorzuheben die Hauptlinien E und m. 


f und m, welche den zwei Schnittpunkten %’ und m” der Geraden h mit 
dem Hauptkegelschnitt X” eonjugirt sind (vgl. $4, No. 1. b). Sie gehen 
durch die zu #’ und m” eonjugirten Hauptpunkte % und m‘, k und m (vgl. 
$ 3, Satz 1). Es ist aber wohl zu beachten, dass 4 und Ak, bezw. m’ und 
m nicht unter sich eonjugirt sind (vgl. $ 4, Al. 2). 

Den drei Punkten %A', % und m’ einerseits, A, %k und m andererseits 
kommt nun die wichtige Bedeutung zu, dass sie die Hauptpunkte — und 
ihre Verbindungslinien die Hauptlinien der quadratischen Verwandtschaft ve- 
präsentiren. Jedem dieser Punkte ist in der andern Ebene nicht ein be- 
stimmter Punkt, sondern eine gerade Linie, nämlich eine Hauptlinie zuge- 
ordnet; und zwar verhält es sich mit dieser Zuordnung folgendermassen: 
Dem Punkte % entspricht als zugeordnete die Linie hk, (denn hk ist Polare 
sowohl des Punktes % als des diesem auf 5" zugeordneten Punktes 4. 
Ebenso entspricht dem Punkt m’ die Linie hm. Endlich entspricht dem 
Punkt A’ die Linie km, (denn nach $4, No. 1.a ist km Polare von h in 
Bezug auf S’S, während diesem Punkte andererseits jeder Punkt der Ge- 
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raden 5" und folglich jeder Strahl des Büschels % entspricht). Umgekehrt 
sind den Punkten k, m, h bezw. die Linien Ak, hm’, km’ zugeordnet. Es 


entsprechen sich somit die zweimal drei Hauptpunkte der quadratischen Ver- 
wandtschaft in der Art paarweise, dass, wenn wir 

h und 4, 

k und m, 

m und #4 
je als correspondirende Hauptpunkte bezeichnen, jedem Hauptpunkt der 
einen Ebene die Verbindungslinie der beiden nieht eorrespondirenden Haupt- 
punkte der andern Ebene zugeordnet ist. 

Man achte im folgenden genau auf die consequente Auseinander- 
haltung der zwei verschiedenen Begriffe: correspondirende Hauptpunkte der 
quadratischen Verwandtschaft und: conjugirte Hauptpunkte der dreibündig- 
eindeutigen Verwandtschaft. Auch behalte man im Auge, dass nieht jeder 
Hauptpunkt und jede Hauptlinie der quadratischen Verwandtschaft zugleich 
auch Hauptpunkt und Hauptlinie der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft ist. 

Man bemerke ferner den wichtigen Umstand, dass von den Hanpt- 
punkten der quadratischen Verwandtschaft A und A jederzeit reell sind, 
während A, m und m‘, k reell getrennt oder reell zusammenfallend 


oder imaginär sein können, je nachdem — die Reellität der Hauptkegel- 
schnitte stets vorausgesetzt — die Gerade bh’ den Hauptkegelschnitt X’ in 


zwei reellen getrennten oder reellen zusammenfallenden oder imaginären 
Punkten schneidet. 


Es ergeben sich nun die Haupt-Eigenschaften der quadratischen 
Verwandtschaft als einfache Anwendungen der bezüglichen Eigenschaften 
der dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft: 

Dass einer Geraden g’ der Ebene S’ im allgemeinen ein Kegel- 
schnitt der Ebene S entspricht, welcher durch die drei Hauptpunkte der 
juadratischen Verwandtschaft A, %, m geht, folgt unmittelbar aus No. 3 des 
vorigen Paragraphen. 

Desgleichen folgt aus No. 4, dass dieser Kegelschnitt zu einem Ge- 
radenpaar degenerirt, wenn g’ durch einen der drei Hauptpunkte %', %', m’ geht. 

Des genaueren ergiebt sich zunächst aus 4. a), dass einer durch # 
gehenden Geraden g’ (vgl. Fig. 4) ein Geradenpaar entspricht, das aus 
einer durch m gehenden Geraden plus der Hauptlinie %% besteht. Denn 
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schneidet g den Hauptkegelschnitt X’ ausser in % noch in dem Punkte /. 
und ist / der diesem conjugirte Punkt des Hauptkegelschnitts K, so ent- 
spricht nach 4. a) des vorigen Paragraphen der Geraden #/ (in Gemein- 
schaft mit km” der Ebene S”) in S die Gerade m! plus der den Punkten 
k und 4° conjugirten Hauptlinie Ak. — Dreht sich #7 um 4, so dreht sielı 
gleichzeitig die entsprechende Gerade m! um m. Da nun hierbei die je- 
weiligen Schnittpunkte ! und / stets conjugirte Hauptpunkte, das heisst 
entsprechende Punkte der projectivisch auf einander bezogenen Kegel- 
schnitte X und K sind, so folgt, dass auch die von 4! und m! gebildeten 
Strahlenbüschel projeetivisch auf einander bezogen sind. 

Ganz ebenso entspricht einer durch den Hauptpunkt m’ gehenden Ge- 
raden der Ebene S° — in S eine durch k gehende Gerade plus der Hauptlinie 
hm, und sind die bezüglichen zwei Strahlenbüschel m’ und % projectivisch. 

‘ndlich entspricht (gemäss 4. b des vorigen Paragraphen) einer 
durch A gehenden Geraden g ein Geradenpaar, bestehend 1) aus derjenigen 
durch A gehenden Geraden, welche vermöge der schon zu Anfang dieses 
Paragraphen (Al. 2) erwähnten projeetivischen Beziehung der zwei Büschel 
h und h dem Strahl g’ entspricht, 2) der Polaren von 4’ in Bezug auf S’S, 
welche repräsentirt wird durch Am. 

Somit ist der Satz bewiesen: 


Jeder durch einen Hauptpunkt gehenden geraden Linie entspricht 
in der andern Ebene ein Geradenpaar, bestehend aus einer durch den corre- 
spondirenden Hauptpunkt gehenden Geraden plus der Verbindungslinie der 
zwei andern Hauptpunkte. Die in dieser Weise sich entsprechenden, durch 
zwei correspondirende Hauptpunkte gehenden Geraden bilden je zwei pro- 
jeetivische Strahlenbüschel. 


Einer in S’ gegebenen Curve HM’ vom uten Grade entspricht (gemäss 
No. 6 des vorigen Paragraphen) in S eine Curve L vom Zuten Grade, 
welche durch die drei Hauptpunkte geht und in jedem einen «-fachen Punkt 
besitzt. (Bezüglich der Hauptpunkte k und m folgt letzteres aus No. 6. 
bezüglich des Hauptpunktes % aus No. 5, insofern den sämmtlichen « Sehnitt- 
punkten der Curve M’ mit der Linie m’ der Punkt h zugeordnet ist). 
Geht M’' durch einen Hauptpunkt, so degenerirt L zu einer Curve vom 
(Zu —1)ten Grade plus der Verbindungslinie der zwei nicht correspondirenden 
Hauptpunkte; die Curve besitzt im correspondirenden Hauptpunkt einen «- 
fachen —, in den zwei andern Hauptpunkten je einen («—1)-fachen Punkt. 
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$ 6. 


Uebergang zur trilinearen Verwandtschaft 

Wir wenden uns nunmehr zur Erörterung der Frage, unter welchen 
Bedingungen die allgemeine dreibündig- eindeutige Verwandtschaft in die 
dreibündig-trilineare Verwandtschaft übergeht. 

Beschränkt man die Punkte in einer der drei Ebenen auf eine ein- 
zige gerade Linie in der Weise, wie es im vorigen Paragraphen geschehen 
ist, so muss bei dem Speeialfall der frilinearen Verwandtschaft als Bezie- 
hung zwischen den zwei andern Ebenen statt der quadratischen der 
Specialfall der collinearen Verwandtschaft zu Tage treten. Umgekehrt 
können wir sagen: Werden bei drei dreibündig-eindeutig auf einander be- 
zogenen ebenen Systemen die Punkte der einen Ebene S’” auf eine einzige 
serade Linie bh beschränkt und es ergiebt sich, dass die dadurch zwischen 
den zwei andern Ebenen S und S’ bedingte eindeutige Verwandtschaft die- 


jenige der Collineation ist, und zwar gleichgültig, welche Lage auch immer 


die Gerade 5 in der Ebene S” haben mag: so ist die zwischen den drei 
ebenen Systemen bestehende Beziehung diejenige der dreibündig-trilinearen 
Verwandtschaft. 

Nun kann die durch eine bestimmte Annahme der Geraden bh be- 
dingte Verwandtschaft der zwei Systeme S und S’ nur so zur collinearen 
werden, wenn die projeetivischen Beziehungen zwischen den drei Paaren 
von Strahlenbüscheln A und %, k und m’, m und 4 der Art sind, dass bei 
irgend zwei Paaren die gemeinschaftlichen Strahlen sich gegenseitig ent- 


Fee) 


sprechen (vgl. $ 1). 

Nehmen wir also (vgl. Fig. 4) z. B. m und 4’ einerseits, k und m 
andererseits als correspondirende Hauptpunkte, so müsste einerseits dem Strahl 
mk (des Büschels m der Strahl Am’ des Büschels # —, andererseits dem 
Strahl km des Büschels % der Strahl m’# des Büschels m’ entsprechen. Nun 
entspricht aber (nach $ 5) dem Strahl m% des Büschels » derjenige Strahl 
des Büschels %, der durch den mit % conjugirten Hauptpunkt geht, das 
ist: die zu % conjugirte Hauptlinie k%. Es müssten folglich km’ und #h 
zusammenfallen. In gleicher Weise müsste andererseits m 4 mit mh zu- 
sammenfallen. Kurz, es müssten die zwei Hauptlinien E und mr sich in eine 
(rerade vereinigen. Diese Bedingung, (welche sich auch bei den zwei 
andern Paaren eorrespondirender Hauptpunkte ergiebt.) müsste zutreffen, 
welche Lage auch immer die Gerade h” in der Ebene S” haben mag. 
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Denkt man sich also z. B. den Punkt %” festgehalten und die Gerade h 
um denselben gedreht, so würde die Hauptlinie f' fest bleiben, und es 
müssten die sämmtlichen verschiedenen Lagen des Hauptpunktes m’ ebenso 
wie die sämmtlichen verschiedenen Lagen der Hauptlinie m’ in die eine 
Gerade f fallen. In gleicher Weise müssten auch in den zwei andern 
Ebenen die Hauptlinien alle in eine Gerade zusammenfallen, welche zu- 
gleich sämmtliche Hauptpunkte enthielte. Wir gelangen somit zu folgendem 
Schluss: 

Soll die dreibündig-eindeutige Verwandtschaft zur trilinearen Verwandt- 
sehatt werden, so müssten an Stelle der drei Paare von Hauptkegelschnitten 
drei gerade Linien £, £, " — Hauptaxen — treten, welehen die Eigen- 
schaft zukäme, dass zu zwei auf zwei Hauptaxen angenommenen zuge- 
ordneten Punkten die beiderseitigen Polaren in Bezug auf die dritte Ebene 
jedesmal in die dieser Ebene zugehörige dritte Hauptaxe zusammenfallen. 

Die zwischen irgend zweien der drei Ebenen — z.B. S und S — 
bestehende Reeiproeitätsbeziehung müsste demgemäss eine solche sein, dass 
den sämmtlichen Punkten einer gewissen geraden Linie f der einen Ebene 
eine und dieselbe Linie f der andern Ebene als Polare entspräche, uni 
umgekehrt. 

Die allgemeine Reeciproeitätsverwandtschaft vermag diese Forde- 
rung nicht zu befriedigen. Es kann somit der Speeialfall der frilinearen 
Verwandtschaft nieht etwa dadurch herbeigeführt werden, dass zwischen 
den drei allgemeinen Reeiproeitäten SS’, S'S”, S’S gewisse Beziehungen 
festgesetzt werden. Dagegen bildet die Eigenthümlichkeit, dass den Punkten 
einer geraden Punktreihe nicht ein Strahlenbüschel, sondern eine einzige 
(Gerade entspricht, eine charakteristische Eigenschaft der parabolischen 
Reeiproeität und nur dieser. Als solche bezeichnen wir nämlich diejenige 
reciproke Beziehung, welche bei Herstellung der polaren Lage auf ein 
parabolisches Polarsystem *) führt. Bei derselben gehen in jeder Ebene die 
Polaren sämmtlicher Punkte der andern Ebene durch einen und denselben 
Punkt, den wir als den Kernpunkt der betreffenden Ebene bezeichnen, uni 
zwar eonstituiren die beiderseitigen Polaren in den Kernpunkten zwei pro- 
jeetivische Strahlenbüschel (Kernstrahlenbüschel), — in der Art, dass irgend 
einem Punkt der einen Ebene derjenige Kernstrahl der andern Ebene als 






*) Vergl. H. Schröter, „Theorie der Kegelschnitte,“ $ 57. 
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Polare entspricht, welcher dem nach dem Punkte führenden Kernstrahl der 


ersten Ebene vermöge der projeetivischen Beziehung zugeordnet ist. 


Sıd. 
Die parabolische dreibündig-eindeutige Verwandtschaft 

Wir lassen zunächst noch nicht die volle Beschränkung eintreten, 
dureh welche vermöge der Ergebnisse des vorigen Paragraphen die allge- 
meine dreibündig- eindeutige Verwandtschaft zur frilinearen Verwandtschaft 
wird, sondern begnügen uns vorläufig mit der blossen Bedingung, dass die 
drei Reeiproeitätsbeziehungen SS, SS’, SS, durch welche die dreibündig- 
eindeutige Verwandtschaft bestimmt wird, parabolische seien. Wir erhalten 
dadurch zunächst einen Speeialfall der allgemeinen Verwandtschaft, den wir 
als parabolische dreibündig-eindeutige Verwandtschaft bezeichnen wollen. 

Je zwei Kernpunkte g und p', g und p”, q’ und p, und die in ihnen 
liegenden projeetivischen Strahlenbüschel, durch welehe gemäss der Schluss- 
bemerkung des vorigen Paragraphen die Reeiproeitätsbeziehung zwischen je 
zwei Ebenen bestimmt ist, bezeichnen wir als gegnerische Kernpunkte und 
gegnerische Kernstrahlenbüschel. Vie Bedingung. dass von je zwei Punk- 
ten eines Tripels zugeordneter Punkte jeder auf der Polaren des andern in 
Bezug auf das Reciproeitätsverhältniss der betreffenden Ebenen liegen muss, 
specialisirt sich also jetzt dahin, dass je zwei zugeordnete Punkte auf ent- 
sprechenden Strahlen der betreffenden zwei gegnerischen Kernstrahlenbüschel 
liegen müssen. Kurz, wir haben denselben Constructionsmechanismus wie bei 
der projeetiv-trilinearen Verwandtschaft, nur mit dem Unterschied, dass die drei 
Verbindungslinien je zweier in derselben Ebene liegenden Kernpunkte nicht 
als entsprechende Strahlen der gegnerischen Kernstrahlenbüschel figuriren. 

Es ist leicht ersichtlich, dass die drei Systeme jederzeit in orientirte 
Lage in einer Ebene gebracht werden können, das heisst in eine solche 
Lage, dass je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel perspeetivisch sind. 
Denn es kann dies genau auf dieselbe Weise bewerkstelligt werden, wie 
es im II. Artikel, $6*) für drei projectie-trilineare Systeme angegeben wurde. 
— Fi Pr 


&.5 zeigt die drei Systeme in solcher Lage * 
*) S. dieses Journal, Bd. 97, 8. 274. 

**) Fig.5 mag für sämmtliche Einzelbetrachtungen des gegenwärtigen Paragraphen 
benutzt werden. Die betreffenden, nicht ausgeführten Speeialeonstructionen können 
für Jede Einzelbetrachtung leicht eingefügt oder hinzugedacht werden. 
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Die drei Verbindungslinien je zweier in derselben Ebene liegenden 
Kernpunkte wollen wir als Hauptazen und die ihnen in den bezüglichen 
gegnerischen Strahlenbüscheln entsprechenden Strahlen als Hauptstrahlen 
bezeichnen. Es gehören dann zu jeder Hauptaxe zwei Hauptstrahlen, (ie 
wir zu derselben und zu einander conjugirt nennen. Bezeichnet man (ie 
Schnittpunkte je zweier in derselben Ebene liegenden Hauptstrahlen bezw. 
durch r, r', r: so sind 


der Hauptaxe p g die Hauptstrahlen pr und gr", 


AR ;, 
* 


Er > el Aa A 

ae: De ee r.: 
conjugirt. In Fig. 5 ist zur Erleichterung der Uebersicht jede Hauptaxe 
mit ihren zwei eonjugirten Hauptstrahlen durch eine besondere Liniensorte 
(ausgezogen, gestrichelt, punktirt) charakterisirt. 

Auf je zwei econjugirten Hauptstrahllen — z.B. pr und g’r' — 
bilden die zugeordneten Punkte, (welche dureh die Schnitte entsprechender 
Strahlen der Büschel g’ und p” bestimmt werden,) zwei projeetivische Punkt- 
reihen; je zwei zugeordnete Punkte derselben wollen wir conjugirte 
Hauptpunkte nennen *). | 

Es gelten dann folgende Sätze: 

l. Zu je zwei conjugirten Hauptpunkten wird der dritte zugeordnete 
Punkt unbestimmt, insoferne jeder Punkt der conjugirten Hauptaxe als 
solcher fungiren kann. 

2. Umgekehrt gilt: Fällt von einem Tripel zugeordneter Punkte 
einer in einen Hauptpunkt, ein zweiter in irgend einen Punkt der conju- 
girten Hauptaxe, so muss der dritte in den dem ersten eonjugirten Haupt- 
punkt fallen. 

3. Eine Ausnahme findet indessen statt, wenn der auf der Hauptaxe 
liegende Punkt speciell in den mit der dritten Ebene in Beziehung stehenden 
Kernpunkt fällt. Alsdann tritt bezüglich des dritten Punktes eine gewisse 
Unbestimmtheit ein. Fällt z. B. Punkt =’ in irgend einen Punkt 4 des 
Hauptstrahls g’r', und Punkt x’ in den Kernpunkt g”, so kann als dritter 


*) Man beachte, dass nur die Punkte der Hauptstrahlen, nicht diejenigen der 
Hauptaxen als Hauptpunkte bezeichnet werden. Die Hauptstrahlen sind an Stelle der 
äusseren Hauptkegelschnitte —, die Hauptaxen an Stelle der inneren Kegelschnitte 
getreten. 
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zugeordneter Punkt x jeder Punkt des dem Strahl p'% entsprechenden Strahls 


les Büschels g fungiren. 

4. Umgekehrt gilt: Zu zwei zugeordneten Punkten, von welchen 
ler eine in einen Hauptpunkt fällt, der andere aber weder auf der conju- 
sirten Hauptaxe noch auf dem conjugirten Hauptstrahl liegt, kann als dritter 
zugeordneter Punkt nur ein Kernpunkt fungiren, und zwar derjenige, welcher 
zu der Ebene des zweiten Punktes in Beziehung steht. 

5. Zweien in zwei Ebenen, z. B. S und 5’, gegebenen „eraden 
Linien g’ und 5 (vgl. Fig. 5) entspricht in der dritten Ebene S ein Kegel- 
schnitt. Schneiden g’ und 5’ die in ihren Ebenen liegenden Hauptstrahlen 
bezw. in den Punkten # und 7, m” und »”, wobei 4 und m” die Schnitte 
mit denjenigen zwei Hauptstrahlen (gr und p’r") sein mögen, deren con- 
jugirte Hauptstrahlen (pr und gr) in der Ebene S liegen, so geht der Kegel- 
schnitt (nach No. 2) durch die mit # und m” conjugirten Hauptpunkte % 
und m, sowie durch die zwei Kernpunkte p und q, welch letztere (nach 
No. 4) als bezw. den Punkten !’ und »” zugeordnet anzusehen sind. 

Dazu sei noch bemerkt: der dem Strahl p’! entsprechende Strahl 
des Büschels q fällt in die Verbindungslinie gp. Ist daher x) derjenige 
Punkt der Geraden 5, welcher dem Punkt 7 zugeordnet ist, so ist (nach 
bekanntem Satze) der Strahl des Büschels p, welcher dem Strahl g’x, ent- 
spricht, Tangente an den Kegelschnitt im Punkt p. Desgleichen berührt 
der Strahl des Büschels g, welcher die Polare des dem Punkt »" zugeord- 
neten Punktes der Geraden g bildet, den Kegelschnitt in q. 

6. Gehen die zwei Geraden 9 und 5° durch zwei conjugirte 
Hauptpunkte (der conjugirten Hauptstrahlen pr und gr"), so degenerirt 
der Kegelschnitt zu einem Geradenpaar. Schneiden sie die zwei andern 
Hauptstrahlen gr‘ und pr" in den Punkten # und m", so besteht das 
Geradenpaar aus der Verbindungslinie der mit diesen eonjugirten Punkte 
k und m plus der Hauptaxe pg. 

Das Zerfallen des Kegelschnitts in ein Geradenpaar findet ferner 
statt, wenn eine der zwei Geraden g und h’ durch einen Kernpunkt geht. 
as Geradenpaar wird dann gebildet aus zwei Strahlen der Kernbüschel 
p und g. Geht z.B. h’ durch p”, so sind einerseits sämmtliche Punkte 
x von bh” einem bestimmten Punkte g’ von g’ zugeordnet, und liegen die 
dritten zugeordneten Punkte x auf dem Strahl des Büschels q. welcher 
dem Strahl p’g’ des Büschels p’ entspricht. Andererseits sind sämmtliche 
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Punkte =’ von g’ dem Punkt p” der Geraden 5" zugeordnet, und liegen die 
dritten zugeordneten Punkte x auf dem Hauptstrahl pr. — Geht ferner I; 
durch q', so entspricht jedem Punkt von 5” ein bestimmter zugeordneter 
von g, und es fallen die bezüglichen dritten zugeordneten Punkte in den 
Strahl des Büschels p, welcher dem Strahl 5” des Büschels g”’ entspricht. 
Ausserdem bildet der Punkt g” auf 5" und der Schnittpunkt % der Geraden 
g mit dem Hauptstrahl gr’ ein zugeordnetes Punktepaar, zu welchem (naclı 
No. 3) als dritter zugeordneter Punkt jeder Punkt des dem Strahl p’# ent- 
sprechenden Strahls des Büschels q treten kann. 

7. Sind in zwei Ebenen, z. B. S’ und S”, zwei Curven M und N 
gegeben, wo M vom we, N” vom ven Grade sein mag, so entspricht den- 
selben in der dritten Ebene S eine Curve ZL vom 2uvten Grade mit « 
v-fachen und »v w-fachen nebst 2 ur-fachen Punkten. Die w v-fachen 
Punkte liegen auf dem Hauptstrahl pr und sind den « Schnittpunkten der 
Curve M mit dem Hauptstrahl g’r' conjugirt; die » u-fachen Punkte liegen 
auf dem Hauptstrahl gr und sind den » Schnittpunkten der Curve N” mit 
dem Hauptstrahl pr” conjugirt; die 2 «v-fachen Punkte fallen in die Kern- 
punkte p und gq. 

Denn ist 4 irgend einer der « Schnittpunkte des Hauptstrahls qr 
mit der Curve M', so bildet 4 zusammen mit jedem der v» Sehnittpunkte. 
welche die Hauptaxe p’q’ mit der Curve N” gemein hat, ein Paar zuge- 
ordneter Punkte, und jedem dieser » Paare entspricht (gemäss No. 2) als 
dritter zugeordneter Punkt in der Ebene S der conjugirte Hauptpunkt #. 
Dieser stellt somit einen v-fachen Punkt der Curve ZL vor. Gleiches gilt 
für sämmtliche « Sehnittpunkte #4. — Ebenso ergiebt sich, dass die » Punkte 
des Hauptstrahls gr, welche den » Schnittpunkten der Curve N” mit dem 
Hauptstrahl pr" conjugirt sind, «-fache Punkte für die Curve Z sind. 

Ist ferner Ü irgend einer der « Schnittpunkte des Hauptstrahls pr 
mit der Curve M’, so schneidet der dem Strahl q’! entsprechende Strahl 
des Büschels p” die Curve N’ in v» Punkten, deren jeder zusammen mit 
! ein Paar zugeordneter Punkte bildet. Jedem dieser v Paare entspricht 
(gemäss No. 4) als dritter zugeordneter Punkt der Kernpunkt p. Dieser 
würde also zunächst einen v-fachen Punkt vorstellen. Da aber das Gleiche 
für sämmtliche «# Sehnittpunkte 2’ gilt, so fallen in den Kernpunkt p» 
« solche v-fachen Punkte, das heisst: derselbe repräsentirt einen ur-fachen 
Punkt. — Ist x’ einer der » Punkte der Curve N”, welche einem de' 
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ıı Punkte ! der Curve M’ zugeordnet sind, so ist der Strahl des Büschels 


p, welcher dem Strahl g’x, entspricht, Tangente an den betreffenden Curven- 
zweig von L im Punkt p. Denn nach der Schlussbemerkung von No. 5 
berührt er den Kegelschnitt, welcher den zwei Tangenten von M' und N" 
in ! und x; entspricht; da aber M’ und N" die Curvenelemente in / und 
x. mit den Tangenten gemein haben, so muss auch Z das zugeordnete 
Curvenelement in p mit dem Kegelschnitt gemein haben. Analoges gilt 
für sämmtliche durch p gehende ur Zweige der Curve L. — Stellt man 
dieselbe Betrachtung mit den » Sehnittpunkten an, welche der Hauptstrahl 
gr" mit der Curve N” gemein hat, so ergiebt sich ebenso, dass in den 
Kernpunkt g ein wv-facher Punkt der Curve Z fällt und dass die Tangenten 
an die «vr Gurvenzweige in g vorgestellt werden durch die Polaren der 
ır Punkte der Curve M', welche den » Schnittpunkten der Curve N’ mit 
dem Hauptstrahl gr’ zugeordnet sind. 

Da die Curve ZL ausser den genannten Punkten keinen weiteren 
Punkt mit einem der zwei Hauptstrahlen pr und gr gemein haben kann 
gemäss No. 2 und 3), und da die z. B. auf pr liegenden « v-fachen Punkte 
und der «uvr-fache Punkt 2uv Schnittpunkte mit Z repräsentiren, so ist L 
von der Zurten Ordnung. 

8. Beschränkt man in einer der drei Ebenen — z. B. $S’" — die 
Punkte auf eine einzige gerade Linie h , so werden dadurch die Punkte in 
den zwei andern Ebenen S’ und S einander eindeutig zugeordnet im Sinne 
der quadratischen Verwandtschaft. Schneidet bh” die zwei Hauptstrahlen 
pr und g’r' in den Punkten m” und x” (vgl. Fig. 5) und sind m (auf 
gr) und n» (auf pr’) die ihnen conjugirten Hauptpunkte, so bilden p. q, m 
und mit diesen einzeln correspondirend — g', p‘, »n' die Hauptpunkte der 
quadratischen Verwandtschaft. (Dass einer Geraden dureh »' eine Gerade 
durch m entspricht, folgt aus No. 6; die entsprechenden Geradenpaare bilden 
zwei projeetivische Büschel, da sie die zwei Hauptstrahlen pr und gr’ in 
conjugirten Punkten schneiden.) 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass die quadratische Verwandt- 
schaft, welche sich als Unterfall der parabolischen dreibündig-eindeutigen 
Verwandtschaft ergiebt, stets eine solche ist, deren drei Hauptpunkte-Paare 
sämmtlich reell sind. 
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$ 8. 
Die dreibündig-trilineare Verwandtschaft. 

Soll die parabolische dreibündig-eindeutige Verwandtschaft zur drei- 
bündig-trilinearen Verwandtschaft werden, so muss die durch Beschränkuns 
der Punkte einer Ebene auf eine gerade Linie bedingte Beziehung der zwei 
andern Ebenen zur collinearen Verwandtschaft werden. Dies ist nur dadurch 
möglich, dass die projeetivischen Beziehungen zwischen je zwei gegnerischen 
Kernstrablenbüscheln so beschaffen sind, dass die Verbindungslinien je 
zweier in derselben Ebene liegenden Kernpunkte durchweg entsprechende 
Strahlen bilden. Es fallen alsdann in jeder Ebene die Hauptstrahlen mit 
der Hauptaxe zusammen, und wir haben eben die Verhältnisse, die wir 
schon in $ 6 als die nothwendige Bedingung für die allgemeine dreibündig- 
trilineare Verwandtschaft erkannt haben, nämlich: die Existenz dreier Haup!r- 
axen mit der Eigenschaft, dass zu zwei auf zwei Hauptaxen angenommenen 


zugeordneten Punkten die beiderseitigen Polaren in Bezug auf die dritte 


Ebene jedesmal in die dritte Hauptaxe zusammenfallen. 

Dieser Verwandtschaftsmodus ist aber nun formell genau 
identisch mit demjenigen, den wir als zwischen drei verschiedenen 
Projeetionen eines räumlichen Punktsystems bestehend erkannt 
haben. Somit ist der Nachweis erbracht, dass drei dreibündig- 
trilineare ebene Punktsysteme stets als die Projeetionen eines und 
desselben, im allgemeinen räumlichen Punktsystems angesehen 
werden können, oder: dass die zwischen drei Projeetionen eines 
räumlichen Punktsystems obwaltende Beziehung den allgemeinsten 
Fall der dreibündig-trilinearen Punkt-Verwandtschaft repräsentirt. 

Es ist indessen auf den Unterschied hinzuweisen, welcher zwischen 
beiden Definitionen hinsichtlich der Bestimmtheit der Zuordnungsverhältnisse 
der auf den Hauptaxen liegenden Punkte besteht. Nach der Anschauungs- 
weise der allgemeinen dreibündig-trilinearen Verwandtschaft kann zu zwei 
auf zwei Hauptaxen liegenden Punkten als dritter zugeordneter jeder be- 
liebige Punkt der dritten Hauptaxe fungiren, während bei der Auffassung 
der drei Systeme als Projectionen eines und desselben räumlichen Systems 
jener dritte zugeordnete Punkt vollständig und eindeutig bestimmt ist. (50 
redueirt sich auch z. B. die Curve Z vom Zurten Grad, welche in der drei- 
bündig-eindeutigen Verwandtschaft zweien Curven MM’ vom «ten und N vom 
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ten Grad entspricht, in der dreibündig-trilinearen Verwandtschaft auf eine 
Curve vom uvten Grad plus der ur-fach zu zählenden Hauptaxe pg, während 
bei der projectiven Auffassung die letztere nicht mitzurechnen ist. 


89. 


Beziehungen zu dem Mac Laurin-Braikenridgeschen Theorem. 
Befinden sich drei parabolische dreibündig-eindeutige oder drei drei- 
bündig-trilineare ebene Systeme in orientirter Lage in einer Ebene, so können 
wir den bezüglichen CGonstructionsmeehanismus zur Bestimmung von Tripeln 


en) 


zugeordneter Punkte (vgl. Fig. 5 und 1) folgendermassen formuliren : 
Bewegt sich ein veränderliches Sechseck so, dass drei nicht auf 
einander folgende Ecken auf drei festen Leitgeraden laufen, während die 
sechs Seiten sich um sechs feste Punkte drehen, so werden von den noch 
freien Ecken drei ebene Punktsysteme beschrieben, welche in parabolischer 
dreibündig-eindeutiger Verwandtschaft stehen. Liegen die sechs festen Punkte 
so, dass die Verbindungslinien je zweier solcher, um welche sieh die einer 
freien Ecke anliegenden Seiten drehen, sich auf den Leitgeraden schneiden, 
(was namentlich der Fall ist, wenn alle sechs Punkte in gerader Linie 
liegen): so redueirt sich die Verwandtschaft auf den Speeialtall der pro- 


jectie-trilinearen Verwandtschaft 


Wir haben damit Fühlung gewonnen mit dem Mae Laurin-Braiken- 
ridgeschen T’heorem *). 

Es ist leicht, den Satz für ein Vieleck von beliebig vielen Seiten 
zu verallgemeinern. 

Es ist zunächst einleuchtend, dass sich der allgemeine Verwandt- 
schaftscharakter der von den drei freien Ecken beschriebenen Systeme nicht 
ändert, wenn man aus dem Sechseck ein Siebeneck macht, indem man 
irgendwo eine weitere Leitgerade für die siebente Ecke und einen Dreh- 
punkt für die hinzugekommene siebente Seite einfügt. Denn es bewegen 
sich dann zwei auf einander folgende Ecken auf Leitgeraden. Also be- 
schreiben die zwischenliegende —, die dieser vorangehende — und die 


*) Vgl. Braikenridge: „Exereitatio geometrica de deseriptione linearum eurvarum.“ 
London 1733. — Philosophical Transactions, Vol. XXXIX, 1735, p. 25: Braikenridge, 


„A general method of describing eurves ete.“ — Ebendaselbst p. 145: „A letter from 
Mr. Colin Mac Laurin, concerning the description of eurve lines“. — Vgl. auch: Poncelet, 


„Lraite des proprietes projecetives des figures,* $ 537 u. figde. 
Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 4. 42 
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nachfolgende Vielecksseite Strahlenbüschel, von denen das erste zu dem 
zweiten, das zweite zu dem dritten perspeetivisch —, also das erste zu 
dem dritten projeetivisch ist. Man kann also das erste und dritte Büschel 
als ein Paar gegnerischer Kernstrahlenbüschel betrachten, die indessen im 
allgemeinen jetzt nieht mehr perspeectivisch liegen. — Man kann auf diese 
Weise durch Einfügen neuer Leitgeraden und Drehpunkte die Seitenzahl 
des beweglichen Vielecks beliebig vermehren. 

Es bleibt dabei die Voraussetzung, dass von den drei freien Eeken 
keine zwei unmittelbar auf einander folgen, zunächst noch bestehen. In- 
dessen kann auch diese Beschränkung fallen gelassen werden. Denn 
redueirt man das ursprüngliche Sechseck auf ein Fünfeck, indem man eine 
Leitgerade nebst einem benachbarten Drehpunkt ausschaltet, so dass nun 
zwei freie Eeken unmittelbar auf einander folgen: so beschreibt die zwischen- 
liegende Fünfecksseite ein Strahlenbüschel, das als Vereinigung zweier 
zusammengefallenen congruenten Strahlenbüschel betrachtet werden 
kann. Es bleibt also der allgemeine Bestimmungsmodus der Verwandtschaft 
dureh drei Paare projeetivischer Strahlenbüschel bestehen; nur ist eines 
dieser Paare speciell eongruent. — In gleicher Weise kann man auch die 
zwei andern Leitgeraden ausschalten, wodurch man zu dem Satze gelangt: 

Die drei ebenen Systeme, welche von den Eeken eines veränder- 
liehen Dreiecks beschrieben werden, dessen Seiten sich um drei feste Punkte 
drehen, stehen in einer Beziehung, welche einen besonderen Fall der para«- 
bolischen dreibündig-eindeutigen Verwandtschaft — bezw., falls die drei Dreh- 


punkte in gerader Linie liegen, der projectie-trilinearen Verwandtschaft - 


repräsentiren. 

Durch beliebig häufiges Ausschalten und Einschalten von Leit- 
geraden und Drehpunkten gelangt man schliesslich zu dem allge- 
meinen Natz: 

Dewegt sich ein veränderliches Vieleck von beliebig vielen Seiten so, 
dass seine Ecken mit Ausnahme von dreien auf eben so vielen festen Leil- 
geraden laufen, während jede seiner Seiten sich um einen festen Punkt dreht: 
so stehen die von den drei noch freien Ecken beschriebenen ebenen Systeme 
in parabolischer dreibündig-eindeutiger Verwandtschaft, welche sich 
auf die projectiv-trilineare Verwandtschaft redueirt, wenn die Leit- 
geraden und Drehpunkte so liegen, dass es möglich ist, eine Form und Lage 
des veränderlichen Vielecks zu zeichnen, für welche die Winkel an den drei 
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freien Ecken flache sind, — eine Bedingung, die namentlich dann zutrifft, 


wenn die Drehpunkte alle in gerader Linie liegen. — Verringert man die An- 
zahl der freien Ecken auf 2, so redueirt sich die dreibündig-eindeutige —. 
bezw. trilineare Verwandtschaft auf die quadratische — (mit drei reellen 
Hauptpunktepaaren), bezw. collineare Verwandtschaft. 

Um den Satz auf den Fall von mehr als drei freien Ecken aus- 
zudehnen, könnte man den Begriff der dreibündig-eindeutigen Verwandt- 
schaft zu demjenigen der n»-bündig-eindeutigen Verwandtschaft zwischen n 
ebenen Punktsystemen erweitern und von dieser dann den Speeialtall der 
parabolischen n-bündig-eindeutigen Verwandtschaft bilden. — 

Es geschah oben des besonderen Falles von drei projeetiv-trilinearen 
Systemen Erwähnung, die erzeugt werden durch die Ecken eines veränder- 
lichen Dreiecks, dessen Seiten sich um drei in gerader Linie liegende 
feste Punkte drehen. Hinsichtlich dieses Speeialfalles mögen noch folgende 
Bemerkungen Platz finden: 

Projieirt man ein räumliches System von zwei verschiedenen Pro- 
jeetionscentren aus auf zwei parallele Ebenen, so sind die bezüglichen 
Kernstrahlenbüschel congruent in entsprechend-paralleler Lage; denn der 
Grundschnitt fällt in’s Unendliche. Fallen die zwei parallelen Projeetions- 
ebenen zusammen, das heisst: projieirt man das räumliche System auf eine 
und dieselbe Ebene von zwei verschiedenen Üentren aus, so gelangen 
die zwei eongruenten Kernstrahlenbüschel zur Deekung. Es existirt dann 
nur ein Kernpunkt, welcher entsteht als Schnittpunkt der Verbindungslinie 
der zwei Uentren mit der Projeetionsebene. Dies auf drei Projeetionen 
von drei verschiedenen Uentren aus angewendet — giebt den Satz: 

Die drei ebenen Systeme, die erzeugt werden durch die Ecken eines 
veränderlichen Dreiecks, dessen Seiten sich um drei in gerader Linie liegende 
feste Punkte drehen, können stets — und zwar auf unendlich verschiedene 


Weise — in formeller und situeller Hinsicht als die Projectionen eines räum- 


‚lichen Systems auf die nämliche Ebene von drei verschiedenen Projections- 


centren aus angesehen werden. 

Sind O0, 0, 0, (vgl. Fig. 6) die drei Projeetionscentren, und 
schneiden die drei Verbindungslinien 0,0,, 0,0,. 0,0, die Projeetionsebene 
in den drei Punkten p., Pı» Pa, welche in gerader Linie liegen, nämlich 
in der Schnittlinie der Ebene 0,0,0, mit der Projeetionsebene: so stellen 
Pos Pıx Po» die drei Kernpunkte vor. Sind z’, ©, x die drei Projeetionen 
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eines Punktes X, so müssen je zwei derselben auf einem und demselben 


Kernstrahl liegen, nämlich: z’r' muss durch p,, gehen, xx” durch ).. 
gen, - ) Pı 


xx" durch p,. Man erkennt, dass die Sache auf den Satz des Desargues 
hinausläuft: die Verbindungslinien je zweier entsprechenden Ecken der zwei 
Dreiecke 0,0,0, und z’r’x" schneiden sich in einem und demselben Punkt 
X, folglich müssen sich je zwei entsprechende Seiten der zwei Dreiecke 
in drei, in gerader Linie liegenden Punkten pu, Pi, P%» Schneiden, und 
umgekehrt. 

Der in Rede stehende Speeialfall der projectiv-trilinearen Verwandt- 
schaft bietet auch insofern besonderes Interesse, als er das dualistische 
Gegenstück zu dem besonderen Fall der sectiv-trilinearen Verwanlt- 
schaft bildet, welcher durch die Beziehung zwischen den auf drei Ebenen 
markirten Spuren eines räumlichen Ebenensystems repräsentirt wird. (Vgl. 
l. Artikel, $1. Dieses Journal, Bd. 95, S. 4.) 

Berlin, Juni 1884. 


(Fortsetzung folgt.) 











ben 
ı Dı., 


"ques 


zwei 
unkt 
ecke 
und 


andt- 
sche 
andt- 
enen 


Vol. 


\ 





Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Von Herrn E. Grünfeld in Wien.) 


F 
Ss sel 


d” -J d” u, 


1) Fo)=zmtPp +p.y9=0V 


gr 
eine lineare homogene EEE der m’ Ordnung und %ı. 
Yor -«+ Ym ein Fundamentalsystem von Integralen derselben: Nach den 
Untersuchungen des Herrn Frobenius *) lässt sich ihr erster Theil in der 
Form darstellen 
D. d AR d D‘ d D, 
2) FW) il nn Et D,D, de D °’ 


wo allgemein D,=D(y, 9, ... y;) die Determinante 


Yı Y: a Y; 

dy, dy, dy; 

dx dx dx 
Fr ie d=!y, 
de! de! da‘! 


bezeichnet, für welche, wenn f eine beliebige Grösse bedeutet, die Beziehung 
stattfindet 
(3.) D(fyı. fu --- fy) = 


Wird Zn = D!' gesetzt und beachtet, dass 
D,_,D"’—-D,DV, = D(D._,,D;) 
ist, so ergiebt sich, dass 


4 D, A D(D,D,) l-? 
daD’ Dla DD ’J7D 


( { % 
- A, (y) 
l 





*) Siehe dieses Journal, Bd. 77, S. 245—257. 
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ist, wenn gesetzt wird 


dy _ DD, D,) 


dx DD Dun A,(y). 


Es wird dann ferner 


d D dD, D, [dA D(D,,D, D, ; 
jew: . : b w Wr 5 D, 2 A, )] an D. A,(A,y)). 


de D,D, daD Y”"D 
wenn gesetzt wird 
N 
2%). 
Auf diese Weise fortfahrend, gelangt man schliesslich zu der Gleichung 


d D;, a d D;, 2 d D, MALER D.-ı A A 


dx D, D,„_: dx MH. ah dx D, Y Er D,. m m—1** ‚4,4, ’ 


dy _ D(D:1,D;) 


dx 
und der Kürze halber A;,A,_, für A,(A,_,) geschrieben ist. 
Es tolgt daher mit hüeksieht auf Gleichung (2.) und wegen 


D(D;-ı . D;) + d D; 


A 
D,_ıD; RED.’ 
Der erste Theil der homogenen linearen Differentialgleichung (1.) lässt 


sich in der Form des symbolischen Productes 


A„An-ı... Ar A, 


m 


darstellen, dessen symbolische erste Factoren A, durch die Gleichungen 


bestimmt sind: 
0 aan al) 
Die Zerlegung des ersten 'T'heils der Differentialgleichung (1.) in 
symbolische erste Faetoren kann auch, wie folgt, bewerkstelligt werden: 
Man setze das Fundamentalsystem von Integralen y,, 9, ... y, in 
der Gestalt voraus: 


(3.) yı =, = v.fe. ee u cıfv.de... fo, dx 


und bilde das mit m» willkürlichen Constanten ec, ©, ... e, behaftete allge- 


mi 


meine Integral 
y=c,v,+ cv, fv.de+ + C„dı [vrde... v„dx. 


Wird dieses dureh e, dividirt und differentürt, hierauf durch e, dividirt und 








) lässt 


ungen 


1.) ın 
len: 


y„ 


allge- 


rt und 
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Jifferentürt, u. 8. f., so ergiebt sich die lineare homogene Differentialglei- 
chung m*® Ordnung 


A # m h N 
gs u . " u 1 . ? ? — j 
dx Om de "” ds a re I 
d” y 


in welcher der Üoeffieient von 2. gleich (e, v,...0,)"' ist, und der die 


Ausdrücke (5.) Genüge leisten. Daher muss sein, wie leicht zu er- 
schliessen ist: 


d d d 


d 
e N m „—ı „—i ) 
(6.) P(y) ang (v; U). .. Ön) l t ’ dx ®; Y. 


de ”" de "ide. 
Indem mit dem zweiten Theile dieser Gleiehung in ähnlicher Weise 
verfahren wird wie zuvor mit dem zweiten Theile der Gleiehungs (2. 


ergiebt sich die Beziehung: 


d d d d 
N fi 
v, © ... or u = (0,9. 1A | 

dx da ' dx de Y A 
(7 \ 
Em ( dy dlog(v, v,...v.) ..\ 

: — - < ? Be - ; pP 
dx d.r J / 





Hieraus folgt: 
Der erste Theil der Dijferentialgleichung (1.) ist in der symbolischen 
Form darstellbar 
Pig) = AA... As 


7 


wo gesetzt ist: 


8) A=—--ay, 4=—— log(vv....v,) G=1 . 


da 

Dass umgekehrt stets sich m lineare Differentialausdrücke der ersten 
Ordnung derart bestimmen lassen, dass durch ihre symbolische Zusammen- 
setzung der erste T'heil einer vorgelegten linearen homogenen Ditferential- 
gleichung m'°" Ordnung hervorgeht, wurde bereits früher von Herrn Floquet *), 


dessen Bezeichnungsweise der symbolischen ersten Factoren A, ich beibe- 


halten habe, gezeigt und von ihm für diese letzteren die Form (8.) gefunden. 
Durch Vergleichung der Ausdrücke in (4.) und (8.) ergiebt sich die Be- 
ziehung 
D; 
D.-ı 


aus der die Gleichungen folgen: 


N 
= 


) Siehe die Annales Seientifiques de l’Ecole Normale Superieure, supplöment au 
tome VIII, pag. 64. 
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D D D 
9 v, =D 0,0, = — ) ) Ec vv. r " 
Js 1 nf 1 1 2 b) 2 , . [ [ ..o 
( ) ’ D, D, ’ m u Tr 


durch deren Multiplieation sich die Beziehung ergiebt 





m m—1 2 MR: 
®, ®; oe üm-1 Um ai D,., 


welche von Liouville und Fuchs *) auf anderem Wege gefunden wurde, und 
die die letzte in der Reihe der aus (9.) unmittelbar folgenden Glei- 
chungen ist: 

(10.) D,=v, D.= 0%, D, = vv, 0;, a | BY >.) un. 
Durch Division erhält man noch aus (9.): 


f D D,D, DD, 
a) ME Be... 


1 


m*® 


vermöge welcher letzteren Formeln das Fundamentalsystem von Integralen 
(5.) auch in der Form geschrieben werden kann 


D,D D, Pr 
=D, =D pda, =D - x nn 
'D,D ». D. 


wie aus Gleichung (2.) auch unmittelbar abzuleiten ist. — 
i Für den ersten Theil der der Differentialgleichung (1.) adjungirten 





” — S dr) (p, 3) + N m 
(12.) P; (3) = u x" We: de” 1 a ei u 1) Pm? . V 
hat Herr Frobenius die ER gefunden **): 
D, d D a D: d Di d D, 
13) R@=p DD DD de DD. de D." 


D, 
Die Anwendung des bei der Gleichung (2.) beobachteten Verfahrens auf 
dieselbe ergiebt, dass sich P,(z) in der symbolischen Form darstellen lässt: 
(14.) P,(z) a ir nn 
wo gesetzt ist: 
m dz d D 
15. A ” log —— z (=1,2,...m), 
( ) dx r de ”?D;-; 
Vermöge der Formeln (10.) kann die Gleichung (13.) auch in der 
Form geschrieben werden: 





ee Siehe dieses Journal, Bd. 66, S. 130. 
us =#) Siehe dieses Journal, Bd. 77, S. 257. 





und 


lei- 


len 


rien 


auf 


isst: 


der 








\ ir a er 
(16.) r, 2) —i V, . ";, 


dx dx 


andrerseits ist, wie leicht zu erhalten: 
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d a _ 


ÜÖn | "Jun. n 
dr dr 


| ee I d d .8 
r Un ) Om . Sen ® n 9: 95,1: . 2 
(1 .) dx d.r Hl de die ” da“ 
f ‘ 
— \v Ü sr. Ün N 1) U, i+1 A, un Dodteliiei U n 


Es ist ferner, wie sich unschwer verifieiren lässt: 


\ TE d Ä 
’ (ei dx Om dx m-1 de de 0 dx 149 
/ “ ..M 8 d BE n 
are: ai 1) Yy v, n ©; 2 =. = v_ go ;; 0„)2 
2 d d d d 
u E le: 9. Um)2] | Om dx ni de de Zu de v| 
or d (vr ur Bi E ) d — d d ef d ai 
m dr 19102... Om) s| 91 9m: de de": de ' v\ 
RE d 1 d r \ ' d d d ı d 
+ le 9% 5 Wide... © .)2] [r. Zeh ee „| 





.E d d d d 
er 1)” I —1 u, Br: % 1 
+ ( / Mi de " dı 
_yym-ı A is d Bi 
u 5 © ... " 
N / et Be 





Diese Identität : 


/ 


| ne 
(9,9% ..0.)J31.1®; vo, y 
\ P4 E { * « R 


9,02...0, z |. oe, yli. 


geht mit Hülfe der Formeln (7.) und (17.) über in 


3A.A,. 6 Au el 1 DI AU,...A, U, 2 
Y) \ ) Yyıaı 


d N 5: 
—— dx |2A, = Ai. ... A; (y) — A, cy i A 


: AA. (2.) . An. 3 An _4 11° A, (y) ur U, - 


+ . . 


m 


‚A, ren A, Y 
U, l U, €3 ‘ l u + ” ye+o A, (y) 


+ - "WA... A.) AYd+-DTWA.. AU,@).y| 


7 


und drückt somit den Satz aus, dass von den beiden Gleichungen 


AnAa-ı.Aıy)=0 und 


/ 


A,A....A,.(z) = 0 


/ 


eine jede die Multiplicatorgleichung der anderen ist. 


Diese zwischen den beiden Differentialgleiehungen P(y)=0 und 


P,(%)=0 stattfindende reciproke Beziehung *) findet auch in dem folgenden 


Satze Ausdruck: 


Werden sämmtliche Integrale der Differentialgleichung P'W)=0 mit 
9 9 9 Y 


*) Vergl. Frobenius in diesem Journal Bd. 77, S. 255, G!. (24.) und Bd. 76, 8. 264. 


Journal für Mathematik Bd. XCVIII. Heft 4. 


43 








398 Grünfeld, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


einer Grösse multiplieirt, so werden hierdurch die Integrale der Differentiul- 
gleichung P,(z) =‘) sämmtlich durch dieselbe Grösse dividirt, und umgekehrt. 

Multiplieirt man nämlich die Fundamentalintegrale y,, Y, ... Y„ mit 
der beliebigen Grösse f, so verwandelt sich 


 . D, KERN INN; er 
= —- log pp, mM b;= ar log Defy,. ey 
d.i. mit Rücksicht auf ” Formel EN ) in 
d 

a =» „le — ( 

b, = £ log f- ir + log f, 
und es findet die Identität statt 

1 
£ P()= B,, he B.. B, = > —b,y (> 8, 


Bezeichnen dann 7, und 7, beziehungsweise die Lösungen der Differential- 
sleichungen erster Org" A;=0 und B,=Ö, so ist offenbar 


©) D; 
(18.) N; = D., Gi, 2 
und 


’ 1 


N; Pe f- D; . > 
so dass die Multiplieation von Y., Ya +». %„ mit f auch die Multiplication 


der Integrale „, mit f bewirkt, während gleichzeitig die Integrale 5; = 


s l 


der Gleichungen Y,; =0 @=1,... m) durch f dividirt werden. 
Aus (18.) ergiebt sich ferner die Formel 


\ N; DD; 
£ ( Pr. — - ı l - 
(19.) Ni-1 Di-i ’ 
mit Hülfe welcher die Gleichungen (2.) und (13.) die Gestalt annehmen 
20) P(y)=ı Ey ai RE 
Sue 3, - dE Nm Hd Ni de dz n, den, 
: ie u rl d Nnm-ı d 
(21.) Ps) = ——- U MEER. ei m®; 
/ n, de n, dx n, dx u 


aus der zu entnehmen ist, dass die Differentialgleichungen P(y)=0 und 
P,(z) = beziehungsweise die Fundamentalsysteme von Integralen zulassen: 


MM. Ns 2 
Yı= Kae nf - dr, m” “ > de „a. de, Be 
2\ N, N, Ns 
u - dm 
Um . nf} ; da. S- ve 
Nm- 
1 u PR i . y N: rd 
3, “ Nm 2 S u Mm / pi de, 2; = ie def 
’ n a Nm_2 


( 23.) m—1 


/ e * N, » N, 
2 m - mf- _ da...f Sa dx. 
Nm-— 1 N 
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ential- | Die Multiplication der Integrale y,, %.. ... 9, mit f verwandelt , in fm. 
J» : . n . N; = ö AN . 
‚kehrt, lässt also die Quotienten E ungeändert, weshalb, wie aus (23.) ersicht- 
. i—1 
Fi mit . . . . 
lich ist, in der That z,, 2, ... 23, in 
2, z. 5 
f f 
ibergeführt werden. 
2. 
Von besonderem Interesse ist der Fall, da in der Gleichung (20.) 
| der vorigen Nummer die (srössen 7, unter einander beliebig vertausch- 
ntial- | bar sind. 
| Macht man 
BE Au ER S 
»: de N. dx de n, ul 
und vertauscht in der erwähnten Gleichung 7, mit n,_,. so werden offenbar 
die beiden Ausdrücke 
sation | „4 m, dm dm d 8 
E. == 0. Ma 02 NH de m den 
d Nm ur B N; d Ss 
9% U 5 Re de m+ı de m- den 
identisch gleich sein, wenn 
Be U Ss d N: ae 38 
er = M-ı 
len di m de m- dz mM de nm 
ist, oder wenn, wie aus der Gleichsetzung der gleich hohen Ableitungen 
von S auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung hervorgeht, die Bedin- 
sung erfüllt ist 
d’ d’ 
ö \ i = , 
ı und (1.) dr? log a dr’ log N \ m 
ISSEN: 


ls bedarf keines weiteren Beweises, dass die Gleichung (1.) zugleich auch 
die Bedingung dafür ist, dass die Grössen 7, 7, ... 7, in der Gleichung 
20.) der No. 1. unter einander beliebig vertauscht werden dürfen. 
Mit Hülfe der Formel (19.) in No. 1. folgt aus (1. 
a) en = ne, 
wo g, und e, willkürliche Constanten bezeichnen. Hiermit verwandelt sich die 
43 * 





340 Grünfeld, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(leichung (2.) der No. 1. 


D,. d m—tU!N\N—1 d -1 d Y 


N Ba m! Zn \ 
P(y) en ER dx (qg„e” = (In - / dr ... = (pe) 


de y, 
oder nach Ausführung der angezeigten Operationen in 
D IE DEE 
a been 


W ; ( y )+p u “73 ' 
a A ses 
wur rP dam \ y, H Pu d.r (7 . 


wo P, Pas... P,„_, eonstante, aus den ec, zusammengesetzte Grössen bedeuten. 
Die letzte Gleichung endlich verwandelt sich, da, wie aus (2.) folet. 


ug ) 
(atct ten) D,. D. D,„ | 
9293. Ime a ee ae re“ 
ist, in 
3 Po) an. I  (E)+P u RETTEN 
\ Y m I er dr \y / N / 


Dieses ist demnach die Form derjenigen homogenen linearen Differential- 


gleichung m’ Ordnung, für welche die Grössen n,, 1». ... n,„ in der Gleichung 


i- im 
(20.) der No. 1., und somit auch vermöge der Bedeutung dieser Grössen, die 
a 


symbolischen ersten Factoren A,. A, ... A,*) in 


Fra)= A 


4. P; m un—] **® 
in beliebiger Ordnung unter einander vertauschbar sind 
Offenbar gilt die Bedingung (1.) auch für die Vertauschbarkeit von 
? 7. in der Gleichung (21.) der No.1: durch Entwiekelungen. 


i29 [ . [ Im 


? 


ı19 
welche den eben gemachten analog sind, ergiebt sich, dass in diesem Falle 
die letzterwähnte Gleichung übergeht in 

u Sr A de-' FE 


\®) ”r A da” (Nm 3) + 0, dx .m— 1 (NMm3) ++ gn-ı mt)is 


Nm dx 


WO (di. bs «+. Q„_, Ähnlich beschaffene Constanten wie die P,, P, ... pP, 


; . i 1 . ö 
sind. oder, weil nach No.1. das Integral von A,=0, somit auch ein 


Integral z, von P,(z) = AÜ4:... WU, = 0 ist, in 
dr 


Be) 


als die Form desjenigen RE AAN welcher dem in (3.) adjungirl 


*, Vgl. zur Vertauschbarkeit der Factoren A;: Floquet in den Annales Seienti- 
fiques de l’Ecole Normale Superieure, Suppläment au tome VIII pag. 104— 108. 
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In 


ist. und dessen symbolische erste Factoren Y,. W,, ... AU 


gleichfalls beliebig 
rertauschbar sind. 

Wenn in Gleichung (3.) die angezeigten Differentiationen ausgeführt 
werden, so nimmt dieselbe die Gestalt an 


2 6 a fm 
P(y) = aha abe a I “De ce 


m m—1 2 .m— 2 ’ 
d.c y, dx y° da Yy 


wo fs far». fm ganze Functionen von y, und von dessen Ableitungen 
sind. — Ist y, = x”, wo n eine ganze positive Zahl, so verwandelt sich die vor- 
stehende Gleichung in 

‚ d’”, A P(z) d"% Pai®) 

P(y zen J 4 ) BR — , 4 se N "y, 

\J, dr" r d.r" l ' r’ de": gm . 
wo Pı(z), ».. P„-(x) ganze Functionen von x beziehungsweise des 
ten, „.. (m—2)ten Grades, P,_,(x) und P,„(x) ebensolche Functionen des 
(m—1)n Grades sind. Diese Differentialgleichung gehört demnach zur 
Klasse der Fuchsschen Differentialgleichungen *), und ihre auf den singu- 


lären Punkt x = 0 bezügliche determinirende Fundamentalgleiehung ist 


r(r—1)...(r—m+1l)+r(r—1)...(r—-m+2)P,(0)+--- 
-+r(r—D)P„2»W)+rPf„-O)+P.0) =. 


Die Wurzeln der letzteren sind die Zahlen 


n, n+l, n-+2, n+m-—1, 
wie daraus hervorgeht, dass 
BEE 2: € \m / ! 9" / 
P„%) = (-1)".n(an+1)R+2)...(n+m-—1) 


ist. Hieraus und aus der Beschaffenheit der Gleiehung (3.) folgt, dass der 
Punkt z= 0 bloss ein ausserwesentlich singulärer ist **). 
Gleiches gilt von den Punkten z=a, r=b, ... hinsichtlich jener 


Differentialgleichung, die aus (3.) hervorgeht, wenn daselbst 


yı = (2-a)"(2—b)"... 
angenommen wird. 
Setzt man in der Differentialgleichung (3) y,=e”, wo e constant. 


so geht dieselbe in die Differentialgleichung mit eonstanten Coeffieienten über. 


*) Siehe dieses Journal, Bd. 68, Seite 360 und Bd. 66, Seite 146. 
*#) Siehe Fuchs in diesem Journal, Bd. 68, Seite 378. 
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3. 
Wenn in der algebraischen Gleichung mten Grades 
fy)=y"tay"" + ran 0, 
welche die k-fache Wurzel Y, besitzt, die Substitution gemacht wird: y=3-+1,, 


so verwandelt sich dieselbe bekanntlich in die Gleichung 


(O4) HF MH HT) = 0, 
deren Grad, in Folge der stattfindenden Gleichungen 


(@.) f(yı) . 0, f (Yı) .. 0, ... f*?(y,) = 


durch Division mit 3° um % Einheiten erniedrigt werden kann. — 
Ist y, ein partieuläres Integral der Differentialgleichung (1.) in No. 1.: 


1) Po) = 0, 


und macht man daselbst die Substitutionen 


2) y=ay, Tyı, 
so ergiebt sich aus den Substitutionsresultaten 


Pzy.) = 2 Iy" +pyi" +++ pYyı] 

+ my" ’+(@m—1)pyi" +4 p,_1Yı). 
(3.) P’x’y) = lyi” +pıyi" + +pYı] 

+22 my" ”+(m—1)pyi" + +p,_iYı] 
+1.2[m(m— 1) yi""+(m—1)(m—2)p,y" + -+2p._N:]. 





dass, wenn die Differentialgleichung (1.) nebst y, auch noch die Grössen 
YıT, Yıl', ... Yıx'' als Lösungen zulässt, das Integral y, gleichzeitig die 
k—1, den Gleichungen («.) analog gebauten Differentialgleichungen 


d” 0 d” =e-»] 
ar + (m—1)...(m—o)p: ne + + TOPn-0Y an V, 


(=1,2,... k-1) 


m(m--1)...(m—o-+1) 





befriedigt. 

Die Substitutionen (2.) gehen aus der bekannten Substitution y=yı /zdr 
hervor, wenn in dieser für 3 der Reihe nach die Werthe 1, 2r, ... (k-LD)r” 
gesetzt werden. Nun ist: 











+4. 


rÖSSEN 


ig die 


‚/zde 


1)2'" 
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P Y: f: de) 


BR 4 r (m) _| (n—]1) ce gi u 7 (m—1) w N „(m DE ' 
(4.) = /zdx.[y: PıYı t "PnYyılr2.\m,Yı Ei; (m—1, ıPı 9: "TPm-ı9ı 
(1) 


(m—?2 


.ım,y\ +(m—1),pıyi" "+ -+p, »Yılt-- 


-}- rd 





+3" my +piyıltz".yı, 


m(m—1)...(m—i+1) 4 \ d’y 
—— ——, und sowie in (3.) y = —* 
DR | 9) gi d.x' 


Unter der Voraussetzung, dass P(y,)= 0 ist, verschwindet in Glei- 


wo m, = Ist. 


chung (4.) der Üoefficient von / zde, und es wird 


dr 1z | dr z dz 


| f 
—P\ı / dx) — +4 aa a Tr 4m-ı 3 
Y: I 7 u 1: N " dm- de ' Im-ı2, 


m—' (m—i—1) ı } (1) 
-- 


| F++G+1l) pay + Pan Yı 


1. 2, .., ll 


’+(m —1),pı 


( 


Im; y 
Im-—i u | 1 
Yı 


In Folge der Gleichungen (3.) ist aber auch 
l 
1.2.....y, 


(ni = [Pley)-üreP(e"y)+oaP(x Y: +1) Yı)). 


(ı l, 2, ... m—1)., 
woraus folgt: 
Wenn die Differentialgleichung P'y)=0 die k partieulären Integrale 
Yır ZYıs TYıs >. any, zulässt, so verschwinden in der transformirten 


* . * 2) | : \ . 4 v sr . 
Differentialgleichung P(y, /zde) —= 0 die k—1 letzten Coefficienten q._ı, 
« Yy . e r 


7ı 


eg 
d.r‘ 
Ordnung der Differentialgleichung P(y) = V um k Einheiten erniedrigt. 


In +++ Qm-rrı tdentisch, und daher wird, indem ! gesetzt wird, die 


Es ist demnach die Substitution y=yı/zde in die Differential- 
gleiehung (1.) vollständig analog der Substitution y=Yy,+3 in die alge- 
braische Gleichung f(y) = 0, sowie andrerseits die k partieulären Integrale 
Yı, IYı, +. 2° 'y,, auf welche Herr Brassinne *) zuerst aufmerksam gemacht 


hat, für die Differentialgleichung eine ähnliche Bedeutung haben, wie eine 


19; 
i-tache Wurzel für die algebraische Gleichung. 

Das Vorhandensein dieser Integrale bringt in den Determinanten 
D, D;, ... D, der Differentialgleichung (2.) der No. 1., und in dieser selbst, 
eine einfache Veränderung hervor: Es ist nämlich, mit Rücksicht auf die 
Formel (3.) in No. 1. füroe=1,2,...%k 
> = Dig ap: ei er) e:Dil, z, a, ... 


*) Siehe Sturms Cours d’Analyse, Anhang, Note III, pag. 534. 
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und da die Determinante 


ı 2 x’ u gm 
0 1 2x Be (0-1): 
ee EEE ER N, (9-2)(e-1)22” 


Di, ©, ..00”) m 





000 123 ... (e-He-2e-Ne’ 


we es Ten 1.2.3...(e-1) 


sich auf ihr Anfangsglied 1!2!3!...(e—1)! redueirt, so wird 


D, = 1!2!3!...(e-D)!.y®. 
Hieraus folgt 


ii D, 
.) D,_, > G 1) Yı 
und 
D, D,_: = 1 2 
D;-ı Ba " 


Mit Hülfe dieser Formeln verwandelt sieh die Differentialgleichung (2.) der 


No. 1. in die folgende 
\ D,. d D:_, d d D; d D d ı 
\ > — EEE EEE ü —  — 6 6 6 s +1 2. k m J 
(6.) ni Be D„_ de D,D.„_ dx de D;..»D, dx D;;; Yet y 


Ji 


die in der T'hat, wie unmittelbar zu erkennen, die % Integrale y,,ay..... 2" "'y, 


zulässt. 
Zufolge (3.) ist gleichzeitig 
a . loo D; ‘ lo 
u P —— 0O' 
© de 5 9ı 


somit: 
d, = > ..=0,, 
so dass, wie bereits Herr Floquet auf andere Weise gezeigt hat *), im Falle 
des Vorhandenseins der A Integrale y,, zy., ... «”'y, in der Gleichung 
P(y) . A„A,, 1. Ah 

die % letzten Factoren A, ... A, einander gleich sind. 

Man findet leicht, dass der zum Differentialausdrucke (6.) adjungirte 
die (restalt hat 


ur ID, 
P, (2) nen » k4 Ei . D 


y, da* Jı D..ı dx D,.2D; dx de ,. °, 


und dass in P,(z) = UN,... U, die k ersten Faetoren einander gleich sind. 


*) Siehe die Annales Seient. de l’Ecole Normale, suppläment au tome VIII, pag. $>. 
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0° 
ng 


ngirte 
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Grünfeld, 


4. 
Grleic 


Die Form. in weleher nach 


Theil der homogenen 


1) d" Be d’”" 





P(y)= 





darstellbar ist, kann benutzt werden, 
linearen Differentialgleichung 

2) PA 

auszuführen, wo p eine Funetion von x. 

Wie man unmittelbar ersieht, 


WITH ee de n, de n, 


das Integral der Differentialgleichung (2.) 


j N; | N Nm—ı 
y= m/f def : def er 
F « N, ‘ 7 2 « 17 m—? 
’ 7 i 7 Hm - 
CN / ne da / dx. [ 
« I; « > 


1); . Yın 





(4.) / 
+6. /* 2 def da. f 
. ". 
"N. N: 
- of 4 def" de + c6,? nf 
« , N]; ® ? 
oder, wenn man mit Y.. Y», 


der Differentialgleichung (1. mager 


letzteren geltenden Ausdrücke (22.) 


5) y= oyıtay- 4m nf 


Wo 6. 6. 


chung erster Ordnung 
‚o\ dy 
(6.) — +Pı 
En de ' 9 
. . . Pdı 
Hier ist = ce’ 
-/Pix d y 
x Ir „jr 
dr „Par 


woraus unmittelbar das bekannte Integral 


-/Pdr [‘ 
Fe /0 


ist aus m+1 Functionen zusammengesetzt, welche. 
Heft 4. 


Pa [Pix 

«Es Erz 
Der Ausdruck (4.) 
Journal für Mathematik Bd. XCVIIH. 


sur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 





‘hung 


dr" A Pı de"! 


u m 
Nm —| 


) der No. 1.. in der 


: def 


c, willkürliche Ü er ER 
Der einfachste Fall ist die Integration der 








(20.) der No. 1. der erste 


linearen Differentialgleichung 
—] 


Y n- 8 Pi Y m () 


um die Integration der nicht homogenen 


nF 


ergiebt sich nämlich aus 
Be d 


N, d y 


=» 


in der Gestalt 


-def r 
de f_"" 


N, m l 


Nm—ı 
d.ı 
7 m—? 


d.x + c Nıs 
' 


y„ ein Fundamentalsystem von Integralen 


auf die für die 
(sestalt 


u” 'p» 
we f de / da 
7 ı—] ® 7 7 


linearen Differentialglei- 


mit kücksiecht 


‚ daher dieselbe in der Form darstellbar 


folgt: 


[Pa r 


de, ce = ceonst. 
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wie leicht zu sehen, von einander linear unabhängig sind: Bestünde näm- 
lich zwischen denselben eine homogene lineare Beziehung mit den von 
Null verschiedenen Coefficienten 4, A, ... A,,., die also, wenn der Kürze 
halber » =2 angenommen wird, die Form hätte 

kmtkf U det km d: def da = 


Z 


so würde, wenn man durch n, dividirt und differentiirt, hierauf durch 
„ 


dividirt und differentürt, die Gleichung erfolgen: 
= 0, 
N, 
welche der Annahme, dass 4, von Null verschieden ist, widerspricht * 
Die erwähnten Funetionen sind demnach in der That linear unabhängis, 
woraus folgt, dass dieselben ein Fundamentalsystem von Integralen einer 





homogenen linearen Differentialgleichung der (m + 1)t® Ordnung darstellen. 
welche, wie der Anbliek dieser Funetionen und die Gleichungen (20.) und 
(22) in No. 1. erkennen lassen, die folgende ist: 
Er E dnd y 
p — | ... - — 0, 
= ma RR wi de n, de n 


und die mit Rücksicht auf Gleichung (20.) in No. 1. auch in der Form 
geschrieben werden kann: 


d FA) _ 
m) u Den v. 


Hieraus folgt, wie auch in anderer Art zu erweisen ist: 
Das Integral der nicht homogenen linearen Differentialgleichung m!‘ 
Ordnung P(y) = p genügt der homogenen linearen Differentialgleichung (m +1)“ 


Ordnung 
# Pu 
Par rg u. 


Schreibt man in der Gleichung (2.) ap, wo a eine beliebige Uon- 
stante, an Stelle von p, so bleibt die Gleichung (8.) ungeändert, was darin 
begründet ist, dass das Integral der Gleichung 

(9) PA) = ap 
den Ausdruck hat 


"N » Ym 
y= GYyıt ay-t'+c„y„ranı > da .../ iz def? E. dx, 
| m—1 


der wegen der Willkürlichkeit der CUonstanten ©, ... c,„, a Bi allgemeine 


*) Diese Beweisart wurde zuerst von Herrn Fuchs bei einer anderen Gelegenheit 
angewendet: Siehe dessen berühmte Arbeit in diesem Journal, Bd. 66, No. 2, 8. 130. 
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Integral der Gleichung (8.) vorstellt. Hieraus geht hervor, dass einerseits 
die Gleiehung (9.) eine erste Integralgleichung der Differentialgleichung (8. 
ist, und somit andererseits nur dasjenige aus m+1 linear unabhängigen 
partieulären Integralen zusammengesetzte Integral der letztern umgekehrt 
auch die Gleichung (2.) befriedigt, in welchem das die Funetion p enthal 
tende partieuläre Integral mit keiner Uonstanten behaftet erscheint. 
So genügt das aus den zwei linear unabhängigen Funetionen 
BET a [de dx 

bestehende Integral (7.) der homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


040-2) +0 -P2) = 0, 


dx’ dx / dx dx dr /' 
während umgekehrt das allgemeine Integral dieser Gleichung 
—/Pix | Pix f" Pdx 
Y — ce . -6,e J /0e’ dx 
die Gleichung (6.) nur dann befriedigt, wenn von den beiden willkürlichen 
CUonstanten ce, und e, letztere gleich Eins ist. 

Zum Schlusse mögen noch die Formen angeführt werden, in welchen 
sich die bekannten Differentialgleichungen gemäss den Gleichungen (2.) und 
(20.) in No. 1. darstellen lassen. 

Für die Differentialgleichung 


d”y d” Iy 
(10. VOR ie SETENT WER | 
. rc ae eh . 
\ d d.r”" 1 1 dr" | Y 


mit eonstanten Coeffieienten ist 
1 1 u 


r 7 > 7 ( 
D. = . x ® | ) 
N 1 r l r' 1 


WO Y,, Pay... 7, die Wurzeln der Gleichung 


r”+cr""+--+c, = 0 
sind. Es ist daher 
d D; 
= log ur, 
und somit die Differentialgleichung (10.) in der Form darstellbar: 
rar d — (ra nm 1)% d — (rt a1 m 2) d d d 
. dx . | dx . | de dr - Fahli dx y ER 


Für die Differentialgleichung 


f i 
(11.) 


u: BEE u 


-: > 0080 ? 
d.r" zT d.r" Br ' ze“ 
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wo Ä,,... A, constant sind, ist 





1 1 u 1 
r, r, RR} r, 
D, = r,(r,—1) r,(r—1) 4 r,(r,—1) 
rn (n—1)...(n-:+2) rm 1)...(n—i+2) ... nen l)...(r—i+2): 
ntrt+eH+r,— R. um. ” 
x x b G=l,...m), 


wo r,, 73, ... 7. die Wurzeln der Gleichung 
r(r—1)...(r—m+1l)+kr(r 1)... (r-m+2)+-+h, = 0 
sind. Somit ist hier 
d D; Fre N zn m 1 
er 77 log Di "au 


und die Gleichung (11.) in der Form darstellbar: 


"ym+i d (mn Ttm-ı 7) d —(n—177a—27) d d ‘ d 
T - T r 1 Br WE 2 u gti) = Ey u. (). 
dx dx dr dr dx 
Für die Fuchssche Differentialgleichung *) endlich 
p d"ı pP r) dr—! P. x\ 
( 12.) ee + ‚ E u E + a u ( ) Y hie () 
\ dx n z—a de" (2 —a)" . 
1St 
: & trat .. u ar ur 
D, = (r-a)  .Li(&) (=1,...m), 
WO Tr, Ta... r„ die Wurzeln der Gleichung 
r(r—1)...(r—m+1)+P,(a)r(r—1)...(r—m+2)+--+P,(a) = 0 


sind, und f;(z) eine Funetion bezeichnet, die in der Umgebung des Punktes 
x = a eindeutig, endlich und für x = a von Null verschieden ist. Es ist daher 


). a 
u a loo - .. -— =) b 
“2 °’ D_, z—a 


wo g,(z) in der Umgebung des Punktes a eindeuti 
halb die Differentialgleichung (12.) auf die Form gebracht werden kann: 


& und endlich ist, wes- 


 \ Yun—ı(E) d 
Vm(lx) de 
EUR d (2a) Yıl2) d ie Yy E 
% \r N 
dx w,(z) de (ea): w(r) 
wo w,(xz) in der Umgebung des Punktes a eindeutig, endlich und für == «a 
von Null verschieden ist. 


nn d BIN 
(z—-a) Msn Vn (€) ge (2—a) IF 


= U), 


*) Siehe dieses Journal Bd. 68, S. 364 und Bd. 66, S. 146. 
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